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Sur  le  nombre  des  racines  communes  à  plusieurs  équations 

simultanées  ; 

Par  M.   Emile  PICARD. 


On  sait  que,  dans  ses  belles  et  profondes  recherches  sur  les  fonctions 
de  plusieurs  variables  (Monatsberichte  der  tcademie  der  Wissen- 
schaflen  zu  Berlin,  1869  et  1878),  M.  Kronecker  s'est  occupé  de  la 
recherche  du  nombre  des  racines  communes  à  plusieurs  équations 
simultanées  contenues  dans  un  domaine  A.  Désignons  ces  //  équations 
par 

,/  )  \^  l  J  ^2  J    •  •  •  1  '*■  i>  )  ~  (  '  J 
J  2  \  %  \i  ^21    •  •  •  J  Xn  )  ==  ()  •> 


M.   Kronccker  a    trouvé  une  intégrale  multiple   d'ordre  (  //  -  1  1. 
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étendue  à  la  surface  du  domaine,  dont  la  signification  est  extrême- 
ment remarquable.  Cette  intégrale  représente  l'excès  du  nombre  des 
racines,  contenues  dans  le  domaine,  pour  lesquelles  le  déterminant 
fonctionnel 


àxx 


dfu       dfn 

dx\     à './  i 


à/,, 


est  positif,  >nr  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles  ce  déterminant 
e>i  négatif. 

Le  problème  de  la  recherche  <ln  nombre  exact  des  racines  ne 
semble  (loue  pas  résolu  par  la  formule  de  M.  Kronecker  (').  Je  me 
propose  de  montrer  qu'en  s'appuyanl  sur  le  résultat  de  l'illustre  géo- 
mètre, on  peul  ai  river  à  représenter  par  nue  intégrale  multiple 
d'ordre  n  le  nombre  cherché  «les  racines;  c'est  l'objet  des  pages  qu'on 
va  lire.  Après  avoir  rappelé  rapidement  la  formule  de  M.  Kronecker, 
j'expose  le  principe  général  de  la  méthode  que  j'applique  particulière- 
ment, en  développanl  les  calculs,  au  cas  de  deux  équations. 

1.  La  formule  de  M.  Kronecker  se  déduit  immédiatement  d'une 
propriété  élémentaire  des  fonctions  V,  continues  dans  un  certain  do- 


(')  A  la  suite  des  deux  Notes  que  j'ai  publiées  sur  celle  question  {Comptes 
rendus.  -  septembre  et  16  novembre  1 8g i ) ,  M.  Kronecker  m'a  fait  l'honneur  de 
m'écrire  une  lettre  où  il  me  représente  qu'on  trouve  dans  son  Mémoire  de  1878 
la  solution  de  la  question.  Je  ne  puis  partager  l'opinion  de  l'illustre  auteur;  il 
me  semble  que,  dans  ce  problème,  on  doit  chercher  à  exprimer  le  nombre  des 
racines  par  une  formule  dont  l'application  ne  nécessite  aucune  discussion  spé- 
ciale relative  au  système  particulier  des  équationsy=o  et  que  les  intégrales  à 
effectuer  doivent  dépendre  uniquement,  au  point  de  vue  des  limites,  du  do- 
maine A  :  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  l'analyse  de  M.  Kronecker,  qui  partage 
le  domaine  A  en  plusieurs  autres  dépendant  des  équations  particulières  que  l'on 
a  à  étudier.  (  Voir  sur  ce  point  une  Communication  de  M.  Kronecker,  Comptes 
rendu*,  28  décembre  1891,  et  les  remarques  que  j'ai  faites  à  ce  sujet.) 
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mainc  et  satisfaisant  à  l'équation  de  Laplace;  nous  la  présenterons 
de  la  manière  suivante,  en  prenant  d'abord  le  cas  de  trois  variables. 
Si  la  fonction  V(X,  Y,  Z)  est  uniforme  et  continue  dans  un  espace 
limité  par  une  surface  S  et  satisfait  à  l'équation 

d^v  _  ^y      d*v   _ 

on  a 

l'intégrale  étant  étendue  à  la  surface  S. 
Appliquons  cette  formule  à  la  fonction 

V  =  ^        (r  =  v/X2-f-Y2  +  Z2), 
et  transformons-la  en  faisant  le  changement  de  variables 

X  =  /(a?,ri  *)> 

Y  =  o(x,y,  z), 

L'intégrale  (i)  peut  s'écrire 

XdYdZ+Y  dl  dX  -+-  Z  dX  dY 

(\-  +  Y2+Z2)1 

Pour  trouver  l'élément  de  l'intégrale  transformée,  concevons  que 
x,  y,  z  aient  été  exprimés  en  fonction  de  deux  paramètres  u  et  r. 
L'élément  d Y  dZ  devra  être  remplacé  par 


D(<p,  il/)  DO.  y)  __  D(<p,  «[0  D(/,  s)  _,_  D(?,  fr)  D(~.  .r) 


(///  c/r, 


LD(j;,^)  D(//,  p)         D(7,s.)  D(w,  r)    '    D(s}#)  D(a,  <•; 
et  on  a  des  expressions  analogues  pour  dZdX  et  dXdY.  En  substi- 
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tuant  dans  l'intégrale,  on  trouve  alors  de  suite  la  nouvelle  intégrale 
(2)  /  fAdydz-\-Bdzdx-hCdxdy, 


f      àf 
•'      dy 

àf 

dz 

àf 
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dy 
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(Z2 


V  Y 


(/' 


y  y 


(/»  +  ?* +  4,*)» 

D'après  l'égalité  (1),  l'intégrale  |  2),  étendue  à  une  surface  fermée  S, 
sera  nulle  si,  à  l'intérieur  de  S.  il  n'\  a  pas  de  points  (a?,v,  z)  pour 
lesquels  y,  0  el  y  s'annulent  à  la  lois. 

Si,  au  contraire,  les  fonctions  y,  a>,  vp  s'annulent  à  l'intérieur  de  S, 
l'intégrale  (2)  ne  sera  |>as  nulle  en  général.  En  supposant  que  les 
racines  du  système  d'équations 

/(a?,  y,  z)=  o, 

?'■''>/,  -)=o, 
■;,.,•.  r,  s)  =  o 
soient  simples,  c'est-à-dire  que  le  déterminant  fonctionnel 


àf     df 
dx     dy 

àf 
dz 

,D  = 

do      dy 
dx     dy 

do 
dz 

dy     dy 
dx     dy 

dy 

dz 

ne  soit  pas  nul  pour  les  racines  considérées,  on  établit  (')  que    Tinté 

grale  (  2  )  est  égale  à 

(\%tn, 

(')  C)n  en  trouvera  la  démonstration  dans  les  Mémoires  de  M.  Kronecker; 
j'en  ai  donné  une  démonstration  toute  différente  dans  le  Tome  I  de  mon  Traité 
d' Analyse,  p.  123. 
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ni  désignant  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  contenues 
dans  S,  pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel  D  est  positif  et 
celles  pour  lesquelles  il  est  négatif. 

2.  Le  résultat  précédent  se  généralise  facilement  et  Ton  peut  don- 
ner la  forme  suivante  au  théorème  de  M.  Kronecker  pour  le  cas 
de  n  équations.  Soient  les  n  équations 


(3) 


J  2  \  X\  -,  X% ,   •  •  •  j  Xn  )  =  O , 


Formons  l'intégrale  multiple  d'ordre  n  —  i , 


1  = 


/•■/ 


</?+/! 


flY 


étendue  à  l'extérieur  de  la  surface  limitant  un  certain  domaine  A-,  de 
l'espace  à  «dimensions,  en  posant 


r  ÈL\ 

J  '  dxl 

f  ÔA 

J -  dx. 


f         àfn 

Jn      dx, 


àft 

àft 

df 

dxi+1 

àfn 

àfn 

dxt-x     àx,. 


EL 
dx„ 

àA 
àxn 

àfn 

àxn 


si  n  est  pair,  tandis  que  A,  est  égal  au  déterminant  précédent  multi- 
plié par  (—  i)'_<  si  n  est  impair. 

Si  Ton  désigne  par  S  la  surface  de  l'hypersphère  de  rayon  un  dans 
l'espace  à  n  dimensions,  on  aura 

1  =  S  .  ni, 

m  représentant  la   différence  entre   le  nombre  des  racines  du    sys- 

Journ.  de  Math.  {\"  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  I,  1892.  2 


lO 
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tème  (3)  contenues  dans  A,  pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel 


D 


ÊIi     Èù 

dfn        dfn 


est  positif  et  celles  pour  lesquelles  il  esl  négatif. 
La  valeur  de  S  est  donnée  par  la  formulé 


0  i  >     i  .3  2.4 

S  =  2U  .  2'  -  Tt.  2  0  '  — r  1t.  2    , 

2  3     .'. .  1  o.y 


En  particulier,  pour  n 


4,  on  aura 
S=  aie». 


5.  Tel  est  le  résultat  fondamental  dû  à  M.  FCronecker.  Comme  je 
l'ai  dit  plus  haut,  il  ne  permet  pas  de  trouver  le  nombre  exact  de? 
racines  du  système  (3),  contenues  dans  le  domaine  A,  puisque  le 
nombre  ///  représente  seulement  une  différence.  C'est  cette  lacune  que 
je  me  propose  de  combler,  en  montrant  <\uon  peut  représenter  par- 
une  intégrale  définie  convenable  le  nombre  exact  des  racines. 

Considérons,  à  cet  effet,  le  système  des«  -\-  1  équations 


(4) 


aux  n  -+-  1  inconnues  a?,,  x.î}  . . .,  xn,  z,  en  représentant  toujours  par  I) 
le  déterminant  fonctionnel  écrit  plus  haut. 

J'envisage  dans  l'espace  à  n -h  1  dimensions  (xn  x,,  . ...  xn,  z) 
l'ensemble  des  valeurs  de  ces  variables  correspondant  à  des  points 
(xn  x2,  .  . .,  xn)  contenus  dans  A  et  à  des  valeurs  de  z  comprises  entre 
—  £  et  -f- £  (e  désignant  une  constante  positive  arbitraire).  Cet  en- 
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semble  définit  un  domaine  A',  et  le  nombre  des  racines  du  système  (4) 
correspondant  à  des  points  de  ce  domaine  sera  précisément  le  nombre 
des  racines  du  système  (3)  contenues  dans  A  (nous  supposons  que 
toutes  les  racines  considérées  sont  simples,  c'est-à-dire  que  D  ne  s'an- 
nule pas  pour  ces  racines).  Or  le  déterminant  fonctionnel  des  n  -+-  i 
fonctions  formant  les  premiers  membres  des  équations  (4)  se  réduit 
à  la  quantité  essentiellement  positive 

D2. 

La  difficulté  relative  au  signe  du  déterminant  fonctionnel  a 
donc  disparu,  et  l'on  pourra,  par  suite,  représenter  par  une  inté- 
grale multiple  d'ordre  n  le  nombre  des  racines  communes  aux 
équations  (3)  contenues  dans  A. 

4.  Le  principe  de  la  solution  étant  ainsi  indiqué,  appliquons-le 
d'abord  au  cas  d'une  seule  équation 

/(»)==  o, 

dont  on  veut  avoir  le  nombre  des  racines  comprises  entre  a  et  b. 
Nous  formons  les  deux  équations 

/(»  =  o, 

yf(x)  =  °» 

et  nous  avons  à  chercher  le  nombre  des  racines,  communes  à  ces  deux 
équations,  contenues  dans  le  rectangle  formé  par  les  droites 

x  =  a,         x  =  b,         j  =  -f-£,         y  =  —  £- 

Or  le  nombre  des  racines  communes  aux  deux  équations 

f(x,y)=o,         <pO,y)=o, 

contenues  dans  un  contour  G,  est  représenté  par  l'intégrale  curvi- 


u. 


fcfo  —  ydf 


I  2 
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prise  positivement  le  long  du  contour,  quand  on  est  assuré  que  le  dé- 
terminant fonctionne]  ne  change  pas  de  signe.  Appliquons  ici  celle 
Formule,  on  aura  de  suite,  <mi  intégrant  le  long  du  rectangle,  pour  le 
nombre  //  (les  racines 


n=—-j       .;     ;,/.,,    dx+  -  arctang  y 


(b) 


.  if'(a 

aie  lauu'  ■ 


./'(") 


[esarclang  étant  compris  entre    -  -et  4-  -• 

I .  intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  pourrail  être  calculée  ; 
du  moins,  on  a  de  suite  l'intégrale  indéfinie  qui  esl 


are  lauu 


/<■'•)  J 


•  ■i  alors  on  \oit  bien,  a  priori,  que  le  second  membre  représente  le 
nombre  des  racines.  Il  faut  donc  garder  l'intégrale,  telle  qu'elle  est 
écrite,  ci  cei  le  formule  n»'  pourrail  être  intéressante  qu'au  point  de  vue 
pratique  :  elle  permet,  en  calculant  par  approximation  le  second 
membre,  d'avoir  la  valeur  exacte  de  n . 

o.   Prenons  maintenant  le  cas  de  deux  équations 

nous  aurons  à  considérer  le  système  des  trois  équations 

f(x,y)=  o, 

o  0, 7)=o, 

_  /  Ôf   O'i  ôf  do\  

"\da;  ôy        Oy  ~dx)~     ' 

Nous  allons  chercher  le  nombre  des  racines  de  ce  système,  com- 
prises dans  le  volume  limité  par  le  cylindre  ayant  pour  section  droite 
la  courbe  G  et  les  deux  plans 
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Calculons  d'abord  la  partie  de  l'intégrale  relative  à  la  surface  laté- 
rale du  cylindre.  En  prenant  les  notations  du  n°  1,  elle  s<>  réduira  ;i 
l'intégrale 

f  f'Adydz-h  Bdzdx. 

D'une  manière  générale,  on  a 

tlydz  =  do  cosa,  dz  dx  =  d?  cos^. 

(h  désignant  l'élément  positif  de  la  surface,  a  et  [3  les  angles  que  fail 
avec  les  axes  la  normale  extérieure  à  la  surface.  Ici  nous  pouvons 
prendre  pour  a  et  (3  les  angles  que  fait  la  normale  extérieure  à  la 
courbe  G  avec  les  axes  Ox  et  Oy  et 

drs  =  ds.dz, 

ds  étant  l'élément  d'arc  de  C,  et  dz  étant  positif.  Nous  aurons  donc, 
pour  l'intégrale  précédente, 

/        /  (  A  cos  a  +  B  cos  (*!  )  ds  dz  : 

niais,  sur  la  courbe  C, 

dx  = —  ds  cos  (3, 

dy  =■+-  ds  cosa. 
Nous  pouvons,  par  suite,  écrire  l'intégrale  sous  la  forme 

/"+S  f(Ady-  Bdx)dz; 


or  on  a 


ri  = : ■ j> 

/     d?  _     df  \  \       ~  àx  dy        dy  dx  ) 

.^  _  \/  dx        '  dx  j 

(P  +  f  +  n-s2)* 


'  I 
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Il  en  résulte  que,  dans  l'évaluation  du  nombre  <l<-s  racines,  la  por- 
tion de  l'intégrale  double  provenanl  de  la  surface  latérale  du  <\  lindre  se 
réduit  à  l'intégrale  curviligne,  prise  positivement  le  long  du  contour  (  1 


(«) 


ou 


fPdx     !  -i),h. 


!  (  f  <>?    _     <V 
4^  V  •    dx       '  dx 


n  di 


O 


—  (  r  ,l' 


àj_ 


+  £  Ddz 


L'intégrale  qui  figure  dans  V  et  Q  peut  s'obtenir  immédiatement; 
on  trouve  ainsi 


_i_  J_dx       ■  dx 

2x     y 2  -+-  <pa 


De 


De 


Passons  à  la  portion  de  l'intégrale  relative  aux  deux  premiers  plans 
de  base  du  cylindre.  Ils  donneront  l'intégrale  double  étendue  à  Taire 
limitée  par  le  contour  C 


(?) 

en  écrivant 


R  dx  dy 


R 


(/!-t-fs+D*e»)' 


f  V  df 

•*  dx  dy 

»  dx  dy 

D  dD  dD 


dx      dy 
La  somme  des  intégrales  (a)  et  ((3)  donne  le  nombre  cherché  des 
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racines  communes  aux  deux  équations 

f(x,y)=o, 

contenues  dans  le  contour  ( Z. 

On  voit  que  le  champ  d'intégration  dans  ces  deux  intégrales  ne  dé- 
pend que  du  contour  C. 

6.  Le  résultat  précédent  dépend  en  apparence  du  nombre  e.  Les 
deux  cas  limites  e  =  o  et  e  =  co  appellent  nécessairement  l'attention. 

Faisons  tendre  d'abord  e  vers  zéro,  l'intégrale  (a)  tendra  vers  zéro. 
Quanta  l'intégrale  ([3),  elle  se  présente  sous  une  forme  indéterminée 
qui  rappelle  entièrement  ce  que  nous  avons  trouvé  pour  le  cas  d'une 
seule  équation  (n°  4)  ;  nous  pouvons  dire  que  le  nombre  cherché  est  La 
limite  de  l'expression 

/"*  '  f       z  R  d.x  dv 
J   (/*+?*  + DU*)* 

quand  e  tend  vers  zéro.  Il  est  clair  que  pour  e  =  o  tous  les  éléments  de 
l'intégrale  sont  nuls,  sauf  celui  qui  correspond  à  une  racine  commune 
aux  deux  équations  f  =  o,  cp  =  o,  et  c'est  de  là  que  provient  la  forme 
indéterminée.  Nous  chercherons  tout  à  l'heure  comment  on  pourrait 
calculer  cette  limite  pour  quelques  contours  particuliers  et  en  suppo- 
sant que  f  et  cp  soient  des  polynômes. 

Faisons  maintenant  augmenter  indéfiniment  e  dans  les  intégrales  (a) 
et  ({3).  On  voit  immédiatement  que  la  première  tend  vers 


D    fdy  —  vdf 


D  |  désignant  la  valeur  absolue  de  D. 
Cette  intégrale  est  à  rapprocher  de  l'intégrale 

fdv  —  dyf 


-f- 

în  Je. 


faisant  connaître  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  contenues 


j(>  EMILE    PICARD. 

dans  C,  pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel  D  esl  positif,  el 
celles  pour  lesquelles  il  esl  négatif.  Les  éléments  de  ces  deux  intégrales 
ne  peuvent  que  différer  par  le  signe  sur  certaines  parties  du  contour. 

(  )u:uii  à  l'intégrale  (  3  ),  elle  se  réduit,  en  posant  s  —  -_»  à 

\  i 

i      C    C         r>  '*  dxdr 
,T-  I   J   \\r-  hTé(/>  i   ?»)]« 

dont  on  doit  chercher  la  Limite  pour  yj  =  o.  Il  \  aura  ici,  pour  t\  =  o, 

nue  suite  d'éléments  indéterminés  correspondant  aux.  valeurs  de  x  ety, 

pour  lesquelles 

D=  ... 

Si  I)  ue  s'annule  pas  à  l'intérieur  «le  (  î,  cette  limite  est  nulle  et  Ton 
n'a  qu'à  prendre  l'intégrale  curviligne,  ce  qui  esl  d'accord  avec  le  ré- 
sultat dont  nous  avons  fait  usage  au  u"  4. 

7.  Appliquons  les  considérations  précédentes  au  cas  <>ù  le  con- 
tour considéré  se  réduit  à  un  carré  dont  les  côtés  peuvent  être  suppo- 
sés parallèles  aux  axes  <i  où  les  deux  fonctions  /(a?, y)  et  ç(x,  y)  sonl 
des  polynômes.  On  peut,  dans  ce  cas,  écrire  les  deux  équations  simul- 
tanées 

./'<  ■'-  y)  =  o, 

îpO,y)  =  o 

sous  la  forme 

f(x)  =o, 

y-F(x)  =  o, 

/'{■>')  etF(ar)  représentant  deux  polynômes,  puisqu'on  suppose  qu'il 
n'y  a  que  des  racines  simples.  Le  polynôme /(a?)  n'aura  aussi  que 
.les  racines  simples. 

Il  s'agit  de  trouver  le  nombre  des  racines  (#,  y)  communes  à  ces 
deux  équations,  pour  lesquelles 

a<x<b, 
c<y<d. 


1 

2  1 


NOMBRE    DES    RACINES    COMMUNES    A.    PLUSIEURS    EQUATIONS.  17 

On  suppose  qu'aucune  des  racines  des  deux  équations  ne  se  trouve 
sur  une  des  droites  limites. 

Le  déterminant  fonctionnel  D  se  réduit  ici  à  /'( '  .v),  et  Ton  a 

Nous  devons  donc  considérer  L'intégrale 

2  TT 


[(y-F)2+.r-i--/'T 

étendue  à  Taire  du  rectangle,  et  faire  tendre  £  vers  zéro. 

En  effectuant  l'intégration  par  rapport  à  r,  cette  intégrale  devient 

Ç  ''  z{d—F)if*-  —  ff)dœ r  '' e(c  —  F)(/'î  —fpdr  J  _ 

Ja  (r+^DVd-Fy+r  +  ^r?    Ja  (/»+»v,')[(c-f)'+/,+*v,i]M 

Quand  £  tend  vers  zéro,  les  seuls  éléments  de  l'intégrale 

rh __   t(ff-F)(r-~ff)d.r 

Ja      (/2-Hs9//2).[(^-F)3+/«  +  sV^P 

ne  tendant  pas  vers  zéro  sont  ceux  qui  correspondent  aux  valeurs  de  os 
racines  de/(x).  Au  lieu  de  l'intégrale  précédente,  nous  pouvons  donc 

nous  borner  à  la  suivante  (  en  développant  -_  par  la 

formule  de  Taylor  ] , 

r'1  d-F  z(r--f/")dx 

Ja    \d-F\      (/*-+- s2/'*)     ' 
ce  qui  nous  conduit,  pour  £  =  o,  à 

-ici.— j—  > 

I*  désignant  l'indice  entrée/  et  b,  au  sens  de  Cauchy  ('),  de  la  fonction 


(')  L'indice  V^F(x)  d'une  fonction  rationnelle  F(x)  est  l'excès  du  nombre 
de  fois  que  F(x)  passe  de  +  00  à  — 00  sur  le  nombre  de  fois  qu'elle  passe  de  —  x 
-+-  00,  quand  x  varie  d'une  manière  continue  de  a  à  b.  On  sait  que  Cauchy  a 
donné  un  procédé  régulier  de  calcul  pour  trouver  ce  nombre,  procédé  basé  sur 
une  série  d'opérations  analogues  à  celles  du  théorème  de  Sturm. 

Journ.  de  Math.  (]"  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  I,  1892.  ^ 
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rationnelle-      .''  ;  el   l*on   aura,  par  conséquent,  pour  le  nombre 


dos  racines. 


■IV.  "•       1  |       i       I 

,[•'      7        "'"       i       Y 


Ce  résultâtes!  facile  à  vérifier  directement.  Quand  a?,  en  croissant, 

passe  par  une  racine  de  f(  a?),  le  quotient 

(c-F)f 

passe  de  ■+  ^à  —  ao-sic  Fesl  négatif,  c'est-à-dire  si  le  point  (x,y) 
est  au-dessus  de  la  droitey  c.  De  même,  ce  quotient  passera  de 
—  x:à  -+-  -x,  si  le  point  correspondant  (a?,  y  |  est  au-dessous  de  la  droite 
\  c.  En  désignant  donc  par  //  et  //  le  nombre  des  racines  de  nos 
deux  équations  (comprises  entre  les  droites  x  •■  a,  x  6),  situées 
respectivement  au-dessus  et  au-dessous  de  la  droite  y      c,  on  a 

C   -fX  =  »-«'; 

en  remplaçant  c  par  <l  et  désignant  par  N  el  Y  les  nombres  corres- 
pondants, ou  a 

I      '    /    '        N       N'. 

Or,  si  nous  désignons  par  v  le  nombre  des  racines  comprises  dans  le 

rectangle,  on  a 

n  =  v  +  N . 

\  '  =  v  -h  n'  ; 
donc 

//  —  n'  —  (N  —  N')  =  -2V. 
Par  conséquent 

.  [u  (c-Vyf        ,*(<*- F)/H  _ 

Aa"~r      -~~/ ~  -T  ' 

c'est  le  résultat  que  nous  voulions  vérifier  ('  ). 


(')  Le  cas  du  rectangle  avait  été  déjà  traité,  sous  une  tout  autre  forme,  par 
M.  Hermite  dans  une  Communication  faite  à  l'Académie  [/{emarques  sur  le 
théorème  de  M.  Sturm  (Comptes  rendus,  t.  XXXVI,  p.  294)]- 
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8.   D'une  manière  plus  générale  on  peut  indiquer  une  marche  régu- 
lière de  calcul  pour  trouver  la  limite  de  l'intégrale 


i-.fl 


t{r--ff)d.Tdy 


quand  le  contour  es/  forint''  de  segments  de  courbes  unicursales. 
Cette  intégrale  double  est,  en  effet,  égale  à  l'intégrale  curviligne 

/•/■")(  r-FU/.r 


F)2+/2+^./"2r 


prise  dans  le  sens  positif  le  long  du  contour  C. 

Partageons  celte  intégrale  en  différentes  parties  correspondanl  aux 
différents  segments  de  courbes  unicursales  qui,  par  hypothèse,  for- 
ment le  contour  C.  Soit  l'un  d'eux  correspondanl  aux  valeurs  /„  et  lt 
du  paramètre  /  dont  sonl  fonctions  rationnelles  x  et  y.  La  valeur  cor- 
respondante de  l'intégrale  sera,  pour  z  =  o,  en  raisonnant  comme  au 
numéro  précédent. 

'  n,(r  -F)/' 

Le   quotient  * — —  sera   une   fonction   rationnelle  de   /,  et  Ton 

n'aura  qu'à  en  prendre  l'indice  de  /,,  à  /,.  En  additionnant  tous  les  ré- 
sultats ainsi  obtenus,  on  aura  le  nombre  cherché. 

î).  Passons  maintenant  au  cas  de  trois  équations.  Quand  on  a  les 
quatre  équations 

/(./•,  r,  s,  0  =  °> 

?(•'',/,  -,  0  =-"  o, 
ty(x,  y,  s,  i)  =  o, 
yj.v,  y,  z,t)  =  o 

et  que  le  déterminant  fonctionnel   relatif  à  ces  quatre  fonctions  ne 
change  pas  de  signe  à  l'intérieur  du  domaine,  le  nombre  des  racines 
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csi  donné  par  l'intégrale 


àffr- 


\  dydzdt  j-  B dz dt dx  \  C dt dx dj    \   Ddxdy  dz 


-    -   /   I 


ou 


/ 

àf 

àf 

dz 

'l'- 
ai 

? 

dj 

ds 

dt 

; 

ai 

/. 

dj 

<>7. 

dz 

dt 

II.  (',.  D  s'en   déduisant  par  une  permutation  circulaire  de  x, y,  z,  t. 
Ceci  posé,  nous  avons  ici  les  quatre  équations 


/(  *-.  y.  s  !       o. 
-_,.  i  .  \  .  :  I 
i\  ./•,  y.  :■  )       o, 
/l)       o. 


I) 


àf 
dx 

àf 

dy 

àf 
dz 

d<f 

i).r 

df 

à<t 
dz 

,11 

dx 

d) 

dz 

Nous  pourrions  donner,  comme  pour  1<-  ras  de  deux  variables,  la 
formule  générale  avec  le  nombre  arbitraire  e;  mais,  les  formules  étanl 
un  peu  longues  à  écrire,  bornons-nous  au  terme  qui  ne  tendra  pas  vers 
zéro  avec  e.  I  le  sera 


s  !i  dx  dy  il- 


ow  posant 


i    r  r  r .\\  dxd 

**J  J  J  (/s+?«-h^  + 


K 


D 


EL  dJ-  dl 

<).r  ôy  ôz 

ôy  dz 

dty  dty  ô<\ 

dx  dy  dz 

W  àD  dD 

dx  ôy  dz 


El 
dx 
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Développons  les  calculs  dans  le  cas  où  le  volume  se  réduira  à  un 
parallélépipède  parallèle  aux  axes,  c'est-à-dire  où  le  domaine  A  esl  dé- 
fini par  les  inégalités 

a  <  :c  <  b, 

a'  <y<b', 

a"<z<b" 

et  en  supposant  que/,  o,  ^  se  réduisent  à  des  polynômes. 

On  admet  qu'aucune  des  racines  des  trois  équations  ne  se  trouve  sur 
un  des  plans  limites. 

On  peut  mettre  les  trois  équations  sons  la  forme 

f(x)  =  o, 
y  -  F(x)  -  o, 

3    —  <I>  (\r)  =  O, 

/,  F  et  $  désignant  des  polynômes  en  x. 
On  a 

D=/',         R  =  //"-/'2- 


Il  faut  donc  calculer  l'intégrale  triple 

^         çb      ç»      çh"  e    (      fr      _f,z   )    ^   dy   ^ 

J  u    J „■     t.  „" 


y.  +  !?f"  +  (y-  l')'  +-(*_*)»] 


(y) 


(S) 


En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  z  et  laissant  de  côté  —  i  on  a 

■*{f.f"-.r-)  


I 


X 


//  —  * 


a"  —  <I> 


|x[ 


>[/2+e2/'2  -+-(/-  F)»]» 
&"  —  * 


arc  tang  — — 


s/r+ty'i+iy-Fy- 


arc  tang 


a"-* 


V//2+^/'2  +  (.V"lM2J 


•  |  EMILE    l'icviin. 


Il  la  ut  effectuer  l'intégral  ion  par  rapport  à  y\  on  a  alors  deux  types 

Férents  d'intégrales. 

Prenanl  dans  la  ligne  (  7  )  l'expression 


7      /' ■'  [b      *) 

>.\J  .-/  [J  I  H    /  |  I  (//  •)«]' 

nous  allions,  (Mi  la  décomposant,  deux  termes.  Le  seul  qui  soit  à  dis- 
cuter, quand  on  fera  t  =  o,  esl  le  terme 

1  ff      /"-'  ) 


qui,  intégré  entre  <i  el  b  .  par  rapport  à  w  donne 

f'*)  r        ,  /,'       I  a'- F     1 

arctang  arctang 

\ous  avons  maintenant  à  intégrer  cc\\t>  expression  par  rapport-à  /•, 
en  non»  bornant,  d'ailleurs,  à  des  petits  intervalles  autour  de  chaque 
racine  de  /'<./•  )  o  |  on  remarquera  que,  d'après  l'hypothèse  faite, 
/  — $  n'est  pas  nul  pour  ces  racines);  pour  tout  autre  intervalle  l'in- 
légrale  esl  évidemment  nulle  quand  on  laii  1      o, 

Or  l'élément  précédent  peut  s'écrire 

A  étant  une  fonction  de  x  qui  reste  finie  pour  x=  a|a  étant  une  ra- 
cine de  /'(  e  i|,  el  pour  s  =  o.  Écrivons  l'intégrale  à  effectuer  sous  la 
forme 


le  premier  facteur  est 

et  il  est  négatif  de  a  —  -q  à  a  -h  ïj;  on  peut  donc  écrire,  en  appliquant 


^(arctangîf'] 
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le  théorème  de  la  moyenne,  l'intégrale  sous  la  forme 

^/'(ÉH**/»(Ç)A(Ç)jfa    ^(arctang^), 
c  étant  compris  entre  a  —  Y]  et  a  -+-  V],  c'est-à-dire 

sf\ï)  +  t'f><V)Mi)  [-  "  +  "  t«°g  'ff'+ ,  |  - aro  ta"g  /éi'-T^]  ; 

par  suite,  pour  £  =  o,  l'intégrale  sera  très  petite,  et,  comme  on  peut 
prendre  r\  aussi  petit  qu'on  veut,  la  limite  de  l'intégrale  correspondant 

à  la  ligne  y  sera  nulle. 

Nous  n'avons  donc  qu'à   considérer  la  seconde   ligne;   prenons   le 

terme 

b(//"-/"2)  .  //-* 
— —         — -  arc  tanu 


2[/2+eV'2  +  (j-F)«f 


v//2+EV'2-t-(j  — F)2 


Il  faut  d'abord  effectuer  l'intégration,  par  rapport  à/,  entre  «'  et  //. 
En  intégrant  par  parties,  on  aura  comme  premier  terme 

I  »  »  ^=^>  \ ^ ;  arc  tang ^=± 

»(/  +  «./  j  [[/M_eS/2+0,_F)T  [/-+t»/«+Cr-F)»]i"j 

et  le  second  terme  sera,  en  se  bornant  à  écrire  les  termes  qui  ne  se  ré- 
duiront pas  à  zéro  à  la  limite, 


aiy*+ev«)  6"-*  L  e^i_t_ByJ_1_(6f_^)1jai 

Nous  devons  maintenant  faire  la  somme  des  expressions  (5)  cl  (6), 
intégrer  par  rapport  à  x  entre  a  et  l>,  et  chercher  la  limite  pour  £  —  o. 
Les  termes  correspondants  à  y  =  b'  donneront 

e(//'-//2)r         b'~v  *  b"~* 


-fn)\  b'-F 

— ^ttt-  — — _  arc  tang  —= 


+  —  -tt     L arc ta°g v/'+^y-Ky   *■- 
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Or,  pour  £  o  et  une  valeur  de  x  annulant  f{&)>  In  quantité  entre 
crochets  esl  égale  à  si  le  produit 

(b       F)(b'      «In 

csi  positif  pour  cette  valeur  de  j:,  <■!  à       -  si  ce  produit   esl  négatif. 

On  en  conclut  de  suite  que  l'expression  précédente,  intégrée  entre  a 
et  h.  donnera  pour  £      <». 

i   '  / 

et  le  terme  correspondant  dans  l'intégrale  qui  donne  l<-  nombre  cher- 
ché des  racines  sera,  par  suite, 

./ 

On  aura  des  expressions  analogues  provenant  des  autres  termes  «le 
l'intégrale,  et,  par  conséquent,  nous  pouvons  ici,  comme  dans  le  cas 
«le  deux  variables,  trouver  le  nombre  des  racines  en  effectuant  sim- 
plemenl  des  recherches  d'indices, 
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Extension  aux  nombres  premiers  complexes  des  théorèmes 
de  M.  Tchebicheff; 

Par  M.   H.  POINCARÉ. 


L'étude  des  travaux  si  intéressants  que  M.  Sylvester  a  récemment 
consacrés  à  la  théorie  des  nombres  premiers  (The  Messenger  of  Ma- 
ihemalics,  New  Séries,  n"  241,  May  1891)  m'a  déterminé  à  entre- 
prendre nue  généralisation  des  théorèmes  de  M.  Tchebicheff  (voir 
Journal  de  Liouville,  re  série,  t.  XVII)  et  à  essayer  de  les  étendre 
aux  nombres  premiers  complexes.  Les  résultats  auxquels  je  suis  par- 
venu n'ont  pas,  comme  d'ailleurs  on  devait  s'y  attendre,  le  caractère 
de  précision  qui  distinguent  ceux  de  l'éminent  géomètre  russe. 

Les  inégalités  de  M.  Tchebicheff  ne  se  prêtent  pas  toutes  également 
bien  à  la  généralisation  que  j'avais  en  vue.  J'ai  donc  cherché  à  en 
trouver  d'autres  qui  la  rendissent  plus  facile.  Celles  (pie  j'ai  obtenues 
ainsi  n'ajoutent  que  bien  peu  de  chose  à  ce  que  le  savant  russe  nous 
avait  appris  et  sont  souvent  même  contenues  dans  les  siennes.  Elles 
n'offrent  donc  d'autre  intérêt  que  celui  qui  peut  résulter  de  la  méthode 
employée  pour  y  parvenir;  j'ai  cru  néanmoins  devoir  publier  ici  les 
propositions  auxquelles  j 'ai  été  conduit  de  la  sorle.  Le  n°  1  se  rattache 
mal  à  mon  sujet  et  ne  m'a  mené  à  aucun  résultat  important.  Je  le 
conserve  néanmoins  dans  l'espoir  que  de  plus  habiles  que  moi  en 
pourront  tirer  parti. 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome    VIII.   —   Fasc.  I,   1892.  \ 
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I.   Rappelons  d'abord  Les  notations  de  M.  Tchebicheff  el  les  équa 
lions  fondamentales. 

Nous  désignerons  par  0(  .>•  i  la  somme  d<'s  logarithmes  des  nombres 
premiers  qui  ne  surpassenl  pas  ./■  cl  par  T(a?)  la  somme  des  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  entiers  qui  ne  surpassenl  pas  x.  On  a 
alors 

T(*)  =  2«'y/Î. 

La  sommation  esl  étendue  à  tous  les  nombres  entiers  positifs  m  ci  à 
ions  les  nombres  entiers  positifs  //.  Il  csi  à  remarquer  que  la  somme 
du  second  membre  esl  limitée,  car  8(  x)  est  nul  si 

<T<2. 

(  )n  peut  écrire  égalcmenl 

0)      *<*>■  •"♦©++(?)+•••+*(?)+-. 

(-?.)  \  (./■)-:  0  (  ./•  I    i-  0  s  x  h-  0  \x  -h  . . . , 

el  l'on  «mi  dédùil 

où 

E„  =  0, 

si  //  est  tli\  isible  par  un  carré  ; 

si  //  =  i  ou  si  //,  n'étant  divisible  par  aucun  carré,  contient  un  nombre 

pair  de  fadeurs  premier-  ; 

£«  =  ~  '  > 

si  7i,  n'étant  divisible  par  aucun  carré,  contient  un  nombre  impair  de 
facteurs  premiers. 

Il  résulte  d'abord,  de  la  définition  même  de  T(./;),  que 

T(x)  =  \ogT[E(x)  +  l], 
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en  désignant  par  E(#),  selon  la  coutume,  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  x. 

Soit  maintenant  (]  la  constante  d'Euler  et  posons 

o)(x)  =  x  —  log"(i  -H  x); 

une  formule  bien  connue  nous  donnera 


logTCr  +-i)=  Y  (*>(-)  —  Cx, 

la  sommation  s  "étendant  à  tous  les  entiers  positifs  n. 
Posons,  d'autre  part, 

T'O)  -  logf(>  -h  t)  +  G  [x  -  E(x-)], 
d'où 


T'(*)  =  2»(2)-CE<*). 
Soit  a(ar)  une  fonction  telle  que 

a(x-)  =  i        si       .*•>  i  ;  a(.r  )  =  o        pour       .r  ■<  i 

on  aura  évidemment 


E(x)  —  a  (  -  J  -+-«(-)  -+-  a  ( 


3?  \  /  J?  \  /  X  \  (  X 

3 


car  le  premier  membre  n'est  autre  chose  que  le  nombre  des  entiers 
qui  ne  surpassent  pas  x,  et  chacun  des  termes  du  second  membre  est 
égal  à  i ,  si  n  ne  surpasse  pas  x,  et  à  o  dans  le  cas  contraire. 
Si  donc  nous  posons 

ty'(x)  =  w  (./■')  —  Cot(x), 
il  vie> mira 

(4)       tx*)=^u4/(:w(ck.... 


11.     POINCUtK. 

(  Comparons  maintenant  T(x  )  à  T  (  x  ). 

Nous  aurons,  pour  x        i  , 

[Og  l\./-)<'l\.r)  <  [ogT(x  -h  i  t. 

( )n  a  donc 

T(x)>logT(a?+  i  )  -  loga?. 

D'autre  part,  x —  Kt  a?)  <'si  toujours  compris  entre  o  el  i,  <lc  sorte 
que 

logT(j?  +  i  )  -h  C>T/(ar)>logr(a?-+-  i); 
d'où  enfin 

T(x)>T(x):  >T(x)-  G-  l«.-.r    ('). 

1  >es  inégalités  |  5  >,  nous  pouvons  déduire  un  premier  résultat,  c'est 

((lie.  SI 

tend  vers  une  limite  finir  et  déterminée,  </nan<l  ./•  croit  indéfini- 
ment, relie  limite  ne  peu!  être  que  V unité. 

l'ouï-  le  démontrer,  j'observe  d'abord  que  l<'  rapport       '.,    décroît 

de  5  à  o.  quand  x  croil  de  o  à  -h  oc  ;  on  a  donc 


(6)  «>(x)<-, 

Envisageons  maintenant  la  quantité 


(')  On  peut  même  démontrer  que 

T'(.r)  -  T(x)  <  [i  ■+■  log  (*  +  i)]  [.r  -  E(*)]  : 
mais  cette  inégalité  m'est  inutile  pour  mon  objet. 
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n    prenant  sous   le   signe    ^    les  valeurs    E(./;)  -+-  i,     E(x)  ■+-  2, 
E(./;  )  -f-  3,  . . . ,  ad  inf.  Comme  on  a  évidemment 

'  .r2  dz 
il  vient 


f 


E  M'I 


on 


B<=^<-^-- 

E  (x  )        x  —  1 

Or  on  a,  en  vertu  de  L'inégalité  (6), 

—  >  Y  (o  (  -  )         f  w  =  E(a?)  -+-  1 ,  E(a?)  -+-2,  . . . ,  ad  inf.\. 
Nous  avons  donc 

Définissons  maintenant  une  fonction  (3(x*)  par  les  conditions  sui- 
vantes 

$(x)  =  a(j;)  =  1  pour         x  >  t, 

$(x)  =  oj(.r)  »  .c<^i, 

il  viendra 


? 


'Tj+nf1 


? 


OJ 


[e(^)-4-iJ 


(0 


fe(*")J 


La  première  ligne  du  second  membre  est  égale  à  E(a?)  et,  par  consé 
quent,  plus  petite  que  x  ;  la  seconde  ligne  est  plus  petite»  que 


,{x—  1) 
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Il  \ ienl  donc 


3^      ix 

+  •••<     


I  ic  second  membre  «le  cette  inégalité,  divisé  para?,  tend  vers  \  quand  x 
croit  indéfiniment;  nous  pouvons  donc  prendre  x  assez  grand  pour  que 
ce  second  membre  soit  plus  petil  que  2x  et  que 


2?® 


•2./' 


Gela  posé,  revenons  aux  inégalités  (  5).  Comme  le  rapporl  de  <-, 
de  loga?,  <mi  de  x  à  T(  c)  ou  à  T  (a:),  tend  vers  o  quand  ./•  croît  indéfi- 
niment, ces  inégalités  montrent  que  Ton  pourra  prendre  ./•„  assez  grand 
pour  que  l'on  ait,  pour  toutes  l<'s  valeurs  de  x  supérieures  h  ./•„, 

(8)  (n-E)T(a?)  -  ihx  >  T(a?)  >(i—  t)T(x)  ■+■  2bx, 

el  cela  quels  que  soienl  les  nombres  positifs  i  et  b. 

Je  dis  maintenant  que  l'on  ne  saurait  avoir  pour  toutes  les  valeurs 
positives  de  x 

(9)  (i  +  i) <K*)<  +<*)  +•*?(*), 
car,  s'il  en  était  ainsi,  il  viendrait 

c^«)2f(f)<2t(î)+*2P(5 

ou  a  fortiori 

(i  -he)T'(:r)<T(»+  2  far. 

L'inégalité  (8)  n'aurait  donc  jamais  lieu,  même  pour  les  grandes  va- 
leurs de  x. 

Je  dis  ensuite  qu'on  ne  saurait  trouver  un  nombre  x0  assez  grand 
pour  que  l'on  eût,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  x01 

(io)  (i  +  t)V(x)<$(x). 
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Si  cela  était,  en  effet,  on  pourrait  trouver  un  nombre  b  assez  grand 
pour  satisfaire  aux  conditions  suivantes.  Pour 

1    Jb    *As  a  » 

on  devra  avoir 

/,>(i  +  eVJ/(x-)-'H'x-), 
d'où 

(i-+-e)i(/<<|/H-&P(ay),  car         {*(«?)  =  i, 

et,  de  plus, 

6>i  -+-£, 
d'où,  pour  x  <^  i , 

(t  -h  £  )  '|'  <  •]>  -h  &[*(#),  car  <j/  =  [3  =  &),      <J/  =  o. 

L'inégalité  (9)  aurait  donc  lieu  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  ./■. 
ce  qui  est  absurde. 

Nous  devons  donc  conclure  que  Ton  a  une  infinité  de  fois  (je  veux 
dire  pour  une  infinité  de  valeurs  entières  de  x) 

(n-c)^(ar)  >+(«). 

On  démontrerait  absolument  de  la  même  manière  : 

i°  Qu'on  ne  saurait  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x, 

(i-Of(aO>+(*)-*P(*); 

20  Qu'on  aura  une  infinité  de  fois 

(l-E)f  (*)<+<>)• 

Ainsi,  quelque  petit  que  soit  s,  le  rapport  jy  est  une  infinité  de  fois 
plus  petit  que  1  -+-  1  et  une  infinité  de  fois  plus  grand  que  1  —  e. 
Or  le  rapport  —  tend  vers  l'unité  quand  x  tend  vers  -h  oc  . 

Donc,  quelque  petit  que  soit  e,  le  rapport  -  est  une  infinité  de 
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fois  plus  petit  que   i  4-  £  et  une  infinité  de  fois  plus  grxmd  que 

Si  ce  rapport  tend  vers  une  limite,  cette  Limite  ne  pcul  doue  être 
(lue  l'unité.  c.  g.  F.  1». 

On  peut  déduire  également  des  inégalités  (5)  une  autre  consé- 
quence. 

Knvisagcons  l'expression  suivante,  introduite  par  M.  Tchebichefî, 

,,,,      n-.TcM     T(f)     T(f)-T(f) 
<-i  posons  <l«'  même 

,  ,,,    ï^.t,;:,)    r(ï)-T'(f)-T-(f). 

Non-  pourrons  conclure  des  Inégalités  (  5)  <juc 


i  \,)-2<:-i 


(»<:./•  -    m»u 


./■ 


^:;< 


:  i  (,•  ) <  \  '(.v)  +  3<:  +  bgf  -+-  logf  ■+■  logf 

(  1rs  inégalités  onl  lieu  pour  ./•  >>  ><>. 

Mai-  M.  Tchebicheffa  montré  ensuite  que 


u<*)=2±+(" 

•  ■H  désignant  par  v  ceux  des  nombres  entiers  qui  sonl  premiers  avec  3o 
ou  (jui  sonl  divisibles  par  6,  par  io  ou  par  i  *>  ;  chaque  terme  esl  affecté 
du  signe  -h  dans  le  cas  où  le  nombre  v  correspondant  <-si  premier 
avec  3o  el  du  signe  —  si  ce  nombre  est  divisible  par  6,  io  ou  i5;  il  en 
résulte  d'ailleurs  que,  si  Ton  range  les  termes  de  façon  (pie  le  nombre  v 
aille  constamment  en  croissant,  les  termes  seront  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs. 

Nous  aurons  de  même 

u'(*)=2±+'(f> 
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M.  Tchebichcffa  remarqué  que  la  série 


2±H") 


a  ses  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  et  que  leur  valeur  ab- 
solue va  constamment  et  indéfiniment  en  décroissant,  et  il  en  a  déduit 
les  inégalités 

♦(•)^  +  (f)<U(i)<"K»>- 

Au  contraire,  la  série 

2±y 


n'a  pas  des  termes  dont  la  valeur  absolue  va  constamment  en  décrois- 
sant. Mais  il  est  aisé  de  tourner  cette  difficulté.  Nous  avons,  en  effet, 


a 


Les  deux  séries 

2H* 

et 

2  ±  a  (7)  =  1  —  1  +  1  —  1  -+-  •  •  •  ±  1  =F  o  dt  o  zç. . . . 

ont  leurs  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  et  indéfiniment 
décroissants;  on  a  donc 


V  ±  a  (  -  J  =  1    ou  o, 

d'où 

»(*)-»(?) -C<U'(*0<»(aO 
ou,  si  x  >  6, 

*'(*)  -  *'  (f  )  -  G  <  U'(ar)  <  +'0*0  +  G. 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  I,  1892. 


5 


|  ;  il.    POINCARE. 

Si  nous  comparons  aux  inégalités  de  M.  Tchebicheff  et  à  cellesqui 
limitenl  la  différence  l1  (x)  —  l  (a?),  il  vienl 

K*)-^ (£)<>(*)+  i(:  +  31ogar-  log3o, 
•^(./•)  >co(a?)  —  w(^)  -  2C  —  aloga;  -t-  log3o, 

(1rs  inégalités  sonl  moins  précises  que  celles  de  M.  Tchebicheff. 
Mlles  n'onl  doue  d'autre  intérêt  que  celui  qui  peul  s'attacher  à  la 
méthode  <|ui  a  permis  de  les  obtenir. 

Je  signalerai,  en  passant,  une  formule  d'où  l'on  pourrail  tirer  di- 
verses inégalités  analogues  à  celles  de  M.  Tchebicheff;  c'esl  la  sui- 


o 
vante  : 


T(=)-T(ïT7)-T[=CTMi]-2"*H?)- 

Dans  la  série  i\u  second  membre  figurenl  ions  les  nombres  v  qui  sonl 
divisibles  par  //  ou  par  n  H-  i,  el  les  termes  de  cette  série  sonl  alterna- 
tivement positifs  el  négatifs. 


1.  Posons 


(ïUe(sW...+e(ï 


E(  f  <  E/.\         E(x) 


.1  observe  que 

E 

P  "      \P/    "      P 

Si  nous  posons  alors 

"2  n 

il  viendra  donc 

E(a?)Sll>V(a?,ii)>E(a?)S.-ii  +  i 

Mais  on  a,  d'autre  part, 

log <  -  <  log , 
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d'où 

\og(n  +  i)<  S„  <  i-f-  log/i; 
d'où,  enfin, 

E(a?)(i  -f-  log/*)  >  \(x,  n)  >  E(a?)  \og(n  -+-  i)  —  «  -h  i. 

Si  /i  est  plus  grand  que  E(x),  on  a  évidemment 

V(a?,  »)==  V[ar,E(ar)J; 
car 

E(^)  =  o        sip>E(x) 
Si  donc  nous  désignons  par  V(a?)  la  série  indéfinie 

V(,)  =  B(S)+E(£)  +  ....tE.(ï)+...I 

on  aura 

V(o;)  =  V[*,E(^)], 

d'où 

E(x)  [i  -+-  logE(x)]  >  V(a?)  >  E(»)  logf  E(a?)  -4-  i]  -  E(a?)  -h  i. 

Ces  inégalités  montrent  déjà  que  la  valeur  asymptotique  de  V(x-) 
est  xlog-r,  c'est-à-dire  que,  quand  x  croît  indéfiniment,  on  a 

lim^   =,. 

X  JOg.Z" 

Mais  il  est  possible  de  trouver  des  inégalités  plus  serrées. 

Combien,   en    effet,  dans  la  série   V(a?),  y  a-t-il  de   termes  plus 

grands  que  p  ou  au  moins  égaux  à  /??  Il  y  en  a  évidemment  E(—  Y 
Combien  y  en  a-t-il  qui  soient  précisément  égaux  à  »?I1  y  eu  a 

évidemment  E  (  —  )  —  E  (  — : —  |  ■ 
Si  nous  posons 
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les  q  premiers  termes  de  V  (a?)  seronl  plus  grands  que  p,  nousauron: 
ensuite 

E(^)  'M;;'-,  )  termes  égaux  à  p. 

e(^t)-E(  termes  égaux  à p-i, 


sgaux  a  2, 


termes  égaux  a  i 


E(  ~E(f)       termes  égl 

E(x)       -K(p        u 
(  )n  en  déduit 
V(«)      V(«,,r)+,[Eg)-E(?£7)] 

+  (p_i)[e(?^t)-E(î)]+... 
+  .[Eg)-E(f)]  +  [E(.)-Eg)] 


MU    I  .  M'i  l 


V(«)      V,  .,  ?  i  +  E(i)  -  E  (2  )  + . . .  +  E  g)  -  /,  E  fe). 

ou  enfin 

V(ar)  =  V(*fSr)+V(a?,rt-W. 

Ainsi  \  <  /  i  esl  compris  entre  les  limites  suivantes 

E(a?)(S,H-Sf)-/rç 

E(a?)  (S/,  4-  §<i)  —  pq—p  —  q+  2. 


el 


La  différence  entre  ces  deux  limites  est  p  -h  y  —  2.  Si  donc  /?  est  la 
racine  carrée  de  x  calculée  à  une  unité  près  par  défaut,  de  sorte  que 

P  =  E(v/«), 
q  sera  au  plus  égal  à  p  -f-  2,  de  sorte  que  la  différence  entre  nos  deux 
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limites  sera  de  même  ordre  de  grandeur  que  la  racine  carrée  de  x, 
tandis  que,  dans  les  inégalités  que  j'avais  d'abord  établies,  la  diffé- 
rence entre  les  deux  limites  était  de  môme  ordre  de  grandeur  que  /  : 
car  elle  était  égale  à  E(x)  —  i. 
De  l'équation 

..        V(.r) 

hm  — f =  i, 

on  peut  déduire  une  nouvelle  démonstration  de  ce  fait  que  Ton  a  une 

infinité  de  fois 

'\>(x)  >  ax, 

si  a  est  plus  petit  que  r,  et  une  infinité  de  fois 

'^(x)  <[  ax, 

si  a  est  plus  grand  que  i .  Cette  nouvelle  démonstration  se  prête  mieux 
que  la  première  à  une  généralisation. 

Supposons,  en  effet,  que  Tune  de  ces  deux  propositions  ne  soit  pas 
vraie,  la  première,  par  exemple,  c'est-à-dire  que  l'on  n'ait  pas  une 
infinité  de  fois 

'\>(x)  >  ax         (a<i  i). 

Alors  on  pourra  trouver  un  nombre  x0  assez  grand  pour  que,  pour 
x  >  x0,  on  ait 

'\>(x~)  <^  ax. 

On  pourra  alors  trouver  un  nombre  b  assez  grand  pour  que,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  plus  grandes  que  i,  on  ait 

<\>(x)  <C  ax  -+-  b  —  a\ 

en  effet,  la  différence  <\>(x)  —  ax,   quand  on  fait  varier  x  depuis  i 
jusqu'à  x0,  reste  limitée. 
11  viendrait  alors 

■i(x)  <  aE(x)  -+■  boi{x) 

pour  x^>\,  puisque  a(a?)=i,   E(x)^>  x  —  i;  et  pour  ./■  <^  i ,  on 
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aurait 


|>UISqiie 

Donc 


ou 


oii 


•y(  X  )  (t\\{.v)  +    h0L(.r). 

\>(x)       El ,  ./•)  =  a(-*')  =  <>. 
T(x)<aV(x)  +  bE(x) 


'""  <aISSl+t  ''"• 


.1  log  /      "       r  log  '  '■  logo; 

Mais  celle  inégalité  esl  impossible,  puisque  le  premier  membre  tend 
vers  i  quand  x  croît  indéfiniment  el  que  les  deux  termes  du  second 
membre  tendent  respectivement  vers  a  •<  i  <i  vers  o. 

La  proposition  que  nous  avions  en  vue  esl  doue  démontrée  per  ab- 
surdum. 

Cette  proposition  étant  établie  pour  tL (a?),  il  esl  aisé  d'eu  trouver 
d'analogues  pour  8  (a?)  et  pour  la  fonction  s  (a?)  qui  exprime  combien 
il  \  a  de  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  [>as  x. 

(  )li  a.  en  elle!, 

■l(.r)-'2^yJl-  =  6(07  )  -  0  s]x  H-  0  \[x  -  0  fa  -+-..., 

d'où 

K*)-*tvG<G(*)  <+(*)■ 

Je  dis  alors  qu'on  aura  une  infinité  de  fois 

0(x)  <  ax, 
si  a  ]>  i  ;  car  on  aura  une  infinité  de  fois 

0(x  )<']/(>)<«#. 
Je  dis  maintenant  qu'on  aura  une  infinité  de  fois 

(i(x)  y>  ax, 
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si  a  <<  i.  En  effet,  il  résulte  des  inégalités  de  M.  Tcliebicbeiï"  que  L'on 
peut  prendre  x  assez  grand  pour  que 

on  a  donc,  si  x  est  assez  grand, 

6(a?)  ><[>(*)  -  a<|/ vk><Ka?)  -  7V* 

et,  par  conséquent,  une  infinité  de  fois 

0( ' x)  >  ax  —  ~  \j'x, 

si  a  <^  t  ,  et  une  infinité  de  fois 

9(à?)>a'ar, 
si  «'  <  a.  C.  Q.   F.  D. 

t-w  -ftir)  ,  ...  ..      . 

Donc,  si- — -  tend  vers  une  limite,  cette  limite  ne   peut   être  que 
l'unité. 

5.   Passons  à  la  fonction  y(x)  qui  exprime  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  plus  petits  ou  égaux  à  x. 
On  a,  par  définition, 


et 


?(*)  =  2<i); 


tous  les  termes  du  second  membre  sont  égaux  à  r,  et  à  chaque  nombre 
premier  p  plus  petit  que  x  correspond  un  de  ces  termes.  On  aura  donc 

<p  (x)  \ogx  =  V  logo; 

et,  puisque 

log#>log/?, 
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on  aura 

?(*)loga?>Ô(a?). 

(  lomme  on  a  une  infinité  de  fois 

0(a?)  >>  a  i\         si         <■/<!, 

on  aura  une  infinité  de  lois 

ax 

0(./')> 

'  N  ^    loi;,/ 

Tour  trouver  une  autre  limite  de  3>(œ)j  je  \ais  faire  usage  d'un  ar- 
tifice <|iii  est  dû  à  M.  Sylvester. 

Comme  il  csi  clair  que  li- //"""'  uombre  premier  est  plus  grand  que 
le  //"""  nombre  entier,  il  \  iendra 

T[f(»)]<0(«). 

<  )r  on  a,  si  h  esl  plus  petit  que  i  et  à  partir  d'un  certain  rang', 

T(>)  >>  bxlogx. 

(  )u  aura  donc,  si  x  est  assez  grand, 

0  (./•)>  /o«./')log-  9  (.x-). 
Or 

log<p(a?)>logô(a?)  — loglogar; 
donc 

0(x)  >  Oy(x)  [logO(x)  —  logloga?] 
«•! 

0(x\  <  1  °(*) 

'^     '         b  logO(or)  —  logloga; 

Or  on  a  une  infinité  de  fois 

0(#)  <^ax,         si         a^>i. 


Or  la  fonction 


J 

log/  —  logloga?' 
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considérée  comme  fonction  de  y,  est  croissante  pourvu  que 

y^>i-\-  logx. 
Or,  si  x  est  assez  grand,  on  aura  certainement 

0(x)  >  i  ■+-  loga; 
et,  par  conséquent,  on  aura  une  infinité  de  fois 


<■,; 


log6(^;)  —  logloga;         log(aj?)  —  loglogj? 
Il  est  clair  que  le  rapport  de 


a  x 

a 


log(aa?)  —  loglog^?  logic 

tend  vers  l'unité  quand  x  croît  indéfiniment.  Si  donc  x  est  assez  grand 

et  a'^>  a,  on  aura 

ax  .   a'j? 

log(a&)  —  loglog.a?        logx 

On  aura  donc  une  infinité  de  fois 

J  ^   h   loga? 

Or,  si  c  est  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  i ,  on  pourra  tou- 
jours trouver  trois  nombres  a,  a',  b,  tels  que 

a' 
c=j,         a'^>  a^>\^>  b. 

On  aura  donc  une  infinité  de  fois 

7  v    y    ^  log.r 
Si  donc  le  rapport  dé  <p(#)  à  -, •  tend  vers  une  limite,  cette  limite 

Journ.  de  Math.   (4"  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  I,  1892.  6 
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ne  peul  être  que  l'unité.  (  îe  résultat  esl  contenu  comme  cas  très  par- 
ticulier dans  les  premières  propositions  de  M.  ïchebicheff,  el  je  n'ai 
cru  devoir  en  donner  une  nouvelle  démonstration  que  parce  qu'elle  se 
prête  mieux  à  la  généralisation  que  j'ai  en  \  ue. 

Ce  raisonnement  esl  dû  à  M.  Sylvester;  mes  inégalités  sont  moins 
précises  que  celles  de  l'éminent  géomètre  anglais,  mais  elles  sont  ana- 
logues el  me  suffisent  pour  mon  objet. 

Posons,  à  l'exemple  de  M.  Tchebicheff, 

\    =0,9212. 

I  (es  mêmes  raisonnements,  combinés  aux  inégalités  <le  M.  Tchebicheff, 
conduiront  facilement  aux  résultats  sni\;mis: 
On  aura,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  a?, 

,   11.1  (i 

?   ' ')  <  i — '        Sl        «>  ■  A 

et 

z,{  r  1  >  .  '  '    -  si         h  <  A. 

i.  Avant  d'étendre  les  résultats  de  M.  Tchebicheff  aux  nombres 
idéaux,  je  vais  rappeler  succinctement  la  définition  el  les  propriétés 

de  ces  1 ibres,  en  renvoyant,  pour  |>lus  de  détails,  à  l'Ouvrage  de 

M.  Dedekind  sur  les  nombres  entiers  algébriques  (Paris,  Gauthier- 
Villars,  1877). 

<  >n  appelle  nombre  algébrique  toute  racine  de  l'équation 

1  i  1         <' ,„■•'"  H-  "„,  1  •'■'""'  -+-  a,n_,.c'"-2  -f-  . . ,  -h  aKx  -+-  a0  =  o, 

dont  les  coefficients  at  sont  des  entiers  ordinaires.  Ce  nombre  algé- 
brique est  dit  entier  si  le  coefficient  am  est  égal  à  1 . 

Considérons  maintenant  tous  les  nombres  de  la  forme  suivante 


1  2  1  y  =  a0+a(x-ha.a,2  +  ...  +  a,„_,  x 


m—\ 


où  les  coefficients  a,  sont  des  nombres  rationnels  ordinaires,  et  on  x 
satisfait  à  l'équation  (  1  ).  Ce  sont  évidemment  des  nombres  algébriques, 
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et  nous  dirons  qu'ils  appartiennent  tous  au  corps  défini  par  l'équa- 
tion (i). 

Parmi  les  nombres  algébriques  qui  font  partie  d'un  corps,  nous 
distinguerons  ceux  qui  sont  entiers,  et  nous  dirons  qu'ils  appartien- 
nent à  un  système  de  nombres  complexes,  système  défini  par  l'équa- 
tion (i). 

Il  résulte  de  ces  définitions  que  la  somme  et  le  produit  de  deux 
nombres  complexes  d'un  système  sont  deux  nombres  complexes  du 
même  système. 

Pour  éclaircir  ces  définitions,  supposons  que  l'équation  (i)  s'écrive 

r  +  3  =  o; 
les  nombres  du  corps  correspondant  seront  de  la  forme 


j  =  a0+a,  y/-  3, 

a0  et  a,  étant  rationnels.  Si  a0  et  a,  sont  entiers,  le  nombre  r  sera  cer- 
tainement un  nombre  entier  algébrique  et  appartiendra,  par  consé- 
quent, au  système  de  nombres  complexes  considéré.  Mais  cette  con- 
dition n'est  pas  nécessaire.  Si,  en  effet,  2a0  et  2a,  sont  deux  entiers 
impairs,  nous  aurons 

4<x;;==4a;=i         (mod4) 
et,  par  conséquent, 

\ol\  H-  \'iy.'\  =<>  (mod  4)- 

Le  nombre  y  sera  donc  entier  algébrique  et  fera  partie  du  système, 
puisqu'il  satisfera  à  l'équation 

y'2  -  2ûL0y  +  (a;  -h  3a;)  =  o 

dont  les  coefficients  sont  entiers. 

Gela  posé,  considérons  p  nombres  complexes  d'un  même  système 

/.,    y2,    •••,    yP- 
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Soient  ensuite 

oc, ,      oc2,      .  .  . ,      a/( 

p  nombres  complexes  arbitraires  appartenant  encore  au  même  sys- 
tème. 

I  ,e  nombre 

fera  évidemment  encore  partie  de  ce  système.  L'ensemble  de  ions  les 
nombres  complexes  c  que  l'on  obtient,  en  donnant  aux  coefficients 
complexes  arbitraires  a,  toutes  les  valeurs  possibles,  s'appellera  un 
idéal  ei  les  p  nombres  yn  yu  . . . ,  yp  formeront  La  traîne  de  l'idéal. 

Deux  nombres  complexes  t/t  ci  //_,  sonl  congruents  par  rapport  i\ 
un  idéal,  quand  leur  différence  w,  —  ua  fail  partie  <le  cel  idéal;  on 
peut  dire  an^si  qu'ils  appartiennent  à  la  même  classe  par  rapport  à  cel 
idéal.  Le  nombre  des  classes  entre  lesquelles  les  nombres  complexes  se 
~  répartissent  ainsi  par  rapport  à  un  idéal  donné  s'appelle  la  norme  de 
cet  idéal. 

I  n  idéal  \  est  divisible  par  un  autre  idéal  A'  quand  ions  les  noin- 
bres  complexes  qui  appartiennent  à  A  fonl  aussi  partie  de  A'. 

I  définissons  maintenant  le  produit  de  deux  idéaux  A  ei  B. 

Supposons  que  la  trame  de  A  se  compose  de  nombres  complexes 

7n    y*,     ■••,    }'r 
et  celle  de  15  des  nombres  complexes 


celle  dn  produit  Al>  se  composera  des pq  nombres  complexes 
Z/Ja  ('  =  ' ,  2,  . . . ,  q  ;  A"  =  i ,  2,  . . . ,  p). 

Il  est  clair  que  le  produit  AB  est  divisible  par  A  et  par  B;  mais 
M.  Dedekind  a  démontré  la  réciproque,  à  savoir  que,  si  un  idéal  B  est 
divisible  par  A,  il  sera  le  produit  de  A  par  un  autre  idéal  C. 
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La  norme  du  produit  de  deux  idéaux  est  égale  au  produit  des 
normes  de  ces  idéaux. 

L'idéal  unité  est  celui  dont  la  trame  se  réduit  au  nombre  i  et  qui  se 
compose,  par  conséquent,  de  tous  les  nombres  complexes  du  système. 
Sa  norme  est  égale  à  i .  Un  idéal  quelconque  est  divisible  par  l'idéal 
unité. 

Un  idéal  est  premier  s'il  n'est  divisible  que  par  lui-même  ou  par 
l'idéal  unité.  M.  Dedekind  a  alors  démontré  son  théorème  fondamen- 
tal :  Un  idéal  quelconque  peut  toujours  être  décomposé  d'une  ma- 
nière et  d'une  seule  en  facteurs  idéaux  premiers. 

Jl  peut  arriver  que  deux  trames 

/->      72,       •••,      » 

y  m  r'2>    •••>  y'q 

soient  équivalentes  et  donnent  naissance  au  môme  idéal.  On  peut  donc 
se  proposer  le  problème  suivant  :  Etant  donné  un  idéal  défini  par  sa 
trame,  réduire  cette  trame  à  sa  plus  simple  expression,  c'est-à-dire 
la  remplacer  par  une  autre  trame  équivalente,  de  façon  à  abaisser  au- 
tant que  possible  le  nombre  des  entiers  complexes  dont  elle  se  compose. 
Ce  nombre  peut  généralement  être  réduit  à  deux  et  quelquefois  à  un. 
Dans  ce  dernier  cas,  l'idéal  se  compose  de  tous  les  multiples  de  l'entier 
complexe  unique  qui  forme  la  trame,  et  l'on  dit  que  c'est  un  idéal 
principal. 

Considérons  maintenant  trois  idéaux  A,  B  et  C  qui  ne  soient  pas 
principaux  et  supposons  que  les  produits  AC  et  BC  soient  des  idéaux 
principaux.  Nous  dirons  alors  que  les  deux  idéaux  principaux  A  et  B 
appartiennent  à  la  même  classe.  Le  nombre  des  classes  entre  lesquelles 
se  répartissent  ainsi  les  idéaux  (et  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  les 
classes  entre  lesquelles  se  répartissent  les  nombres  complexes  par  rap- 
port à  un  idéal  donné)  est  fini. 

Nous  considérerons  en  particulier  le  système  d'idéaux  que  Ton  ob- 
tient en  partant  de  l'équation 

x-  -+-  i  =  o. 

Le  système  des  nombres  complexes  correspondants  se  composera  donc 
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de  tous  les  nombres  complexes  de  Gauss 

a  ■+-  Ôl, 

où  </  el  A  son t  entiers. 

Il  n"\  a  alors  qu'une  seule  classe  d'idéaux,  el  tous  les  idéaux  sonl 
principaux.  I  □  idéal  quelconque  se  composera  doue  de  tous  les  mul- 
tiples d'un  nombre  complexe  <i  4-  />/,  qui  formera  sa  trame,  el  il  aura 
pour  norme  a1  •  b%  el  pourra  être  représenté  lui-même  par  le  symbole 
a  ■+■  hi.  Mai^  il  importe  de  remarquer  que  deux  nombres  complexes 
a  4-  bi  el  c  -h  rfl  peux  cul  donner  naissance  au  même  idéal. 
Si,  en  effet, 

c  <r.         d      —  A, 

ou  >i 

c  =  —  A.  rf=      r/. 

ou  si 

c  A,         '/      —  a, 

c  -1-  rfi  es!  multiple  de  c/  ;  ///  el  a  4-  bi  multiple  de  c  f  û?j,  <le  sorte 
que  les  deux  idéaux  représentés  par  les  symboles  a  \- hi  et  c  h  c// 
son!  identiques;  c'esl  d'ailleurs  le  seul  cas  où  cela  ail,  lieu. 

Les  idéaux  premiers  sonl  de  deux  sortes  :  les  uns  ont  pour  norme 
un  nombre  premier  ordinaire  de  la  forme  \n  ■+- 1,  les  autres  ont  pour 
norme  le  carré  d'un  nombre  premier  ordinaire  de  la  forme  \  n  4-  ). 

Remarquons  que,  si  p  est  un  nombre  premier  ordinaire  de  la  l'orme 
\n  +1,  il)  aura  deux  idéaux  premiers  de  norme  p\  si,  au  contraire, 
l>  esl  premier  de  la  forme  \n  4-  3,  il  n'y  aura  qu'un  seul  idéal  premier 
de  norme  p1. 

En  effet,  un  nombre  premier/;  de  la  forme  \n  +  i  peut,  d'une  ma- 
nière el  d'une  seule,  se  décomposer  en  une  somme  de  deux  carrés 

P  =  x*+y*> 

et  les  deux  idéaux  x  4-  iy  et  x  —  iy  sont  les  deux  idéaux  premiers  de 
norme  p. 

Si,  au  contraire,  p  est  de  la  forme  \n  4-  3,  il  n'y  aura  qu'un  idéal 
premier  de  norme  p2,  qui  a  pour  trame  le  nombre  p  lui-même,  et  est 
représenté  par  le  symbole/?. 
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Il  y  a  encore  un  idéal  premier  qui  a  pour  norme  2  et  qui  ne  rentre 
clans  aucune  de  ces  deux  catégories  :  c'est  celui  auquel  on  peut  donner 
pour  symbole  1  -h  i  ou  1  —  i. 

Ainsi,  le  nombre  des  idéaux  premiers  dont  la  norme  ne  surpasse 
pas  x  est  égal  à  deux  fois  le  nombre  des  nombres  premiers  ordi- 
naires de  la  forme  Zj  //  -+-  i  qui  ne  surpassent  pas  x,  plus  le  nombre 
des  nombres  premiers  ordinaires  de  la  forme  (//4-3  qui  ne  sur- 
passent pas  \'x,plus  1. 

Soit  m  -h  ni  le  symbole  d'un  idéal  quelconque;  nous  savons  que  cet 
idéal  ne  change  pas  quand  on  change  m  et  n  en  —  m  et  —  //,  ou  bien 
en  —  n  et  m,  ou  bien  encore  en  —  n  et  —  m.  On  obtiendra  donc  Ions 
les  idéaux  possibles,  et  l'on  n'obtiendra  chacun  d'eux  qu'une  fois,  en 
donnant  à  m  et  à  n  toutes  les  valeurs  entières  qui  satisfont  aux  con- 
ditions 

m  >  1 ,         n  >  o . 

Revenons  au  cas  général. 

Soient  A  et  B  deux  idéaux  quelconques,  principaux  ou  non.  Le 
symbole 

p/X 

Vh 

n'a,  en  général,  aucun  sens.  Nous  conviendrons,  néanmoins,  de  défi- 
nir la  norme  de  ce  symbole  en  disant  qu'elle  est  égale  à  la  racine  /;ie" e 
de  celle  de  A,  divisée  par  la  racine  p[éme  de  celle  de  B. 

Si  l'idéal  A  est  principal,  il  se  compose  de  tous  les  multiples  d'un 
nombre  entier  complexe  y\  nous  dirons  que  la  norme  de  ce  nombre 
complexe  y  est  égale  à  celle  de  l'idéal  principal  auquel  il  a  donné  nais- 
sance. Si  ce  nombre  complexe 

y  =  a0  -+-  a, x  -H  a2./;2  -b  . . .  -h  y.,n_^xm~\ 

est  réel,  ce  qui  arrive  si  cci  =  a2  =  . . .  =  am_, ,  sa  norme  se  réduit 
kym,  m  étant  le  degré  de  l'équation  (r).  Si  donc  y  est  un  nombre  réel 
non  entier,  nous  pourrons  encore  dire  que  sa  norme  est  ('gale  à  ym\  et 
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nous  conviendrons  enfin  de  dire,  si  y  est  un  aombre  réel  non  entier 

el    \  un  idéal,  que  la  norme  <  1  *  »  t  est  égale  à  la  racine  />"""'  de  celle 

de  \.  divisée  parla  racine /r"1"'  de  celle  de  A. 

.%.  Occupons-nous  maintenanl  d'étendre  à  ces  idéaux  premiers  les 
théorèmes  de  M.  Tchebicheff,  en  empioyanl  des  notations  analogues. 

Soil  x  un  idéal  quelconque. 

Soil  li  x  )  la  somme  des  Logarithmes  des  normes  de  ions  les  idéaux 
dont  la  norme  ne  surpasse  pas  celle  de  ./■. 

Soil  0(.<  )  la  somme  des  logarithmes  des  nonnes  de  tous  les  idéaux 
premiers  dont  la  nonne  ne  surpasse  pas  celle  de  x. 

Il  résulte  d'abord  de  là  que  si  '„  el  x{  son!  deux  idéaux  de  même 
norme,  on  aura 

T(.r0)  =  T(.r.),  0(.ro)  =  0(x-t). 

Il  peut  arriver  qu'on  ne  sache  pas  ce  qu'on  doit  entendre  par  l/— j 

i  •  •  /"'/•'  i  ii 

mais  nous  pourrons  toujours  designer  par  'J\/—  la  somme  des  Loga- 
rithmes des  normes  de  tous  les  idéaux  premiers  donl  la  norme  ne  sur- 
passe pas  la  racine  miémt.de  celle  de  x  divisée  par  la  racine  mièm*  de 

(•••Ile  de  //. 

Je  dis  alors  que  l'on  aura 

1     A      '"/■'" 


la  sommation  (''tant  étendue,  d'une  part,  à  tous  les  entiers  réels  posi- 
tifs m,  et,  d'autre  part,  à  tous  les  idéaux  //  du  système. 

Soit,  en  effet,  E(x)  le  nombre  des  idéaux  dont  la  norme  ne  surpasse 

pas  celle  de  x,  et,  par  conséquent,  El/—  le  nombre  des  idéaux  dont 

la  norme  ne  surpasse  pas  la  racine  m'eme  de  celle  de  x  divisée  par  la  ra- 
cine //?ieme  de  celle  de  n. 
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Soit  ai"/-  une  fonction  définie  comme  il  suit  : 


\ 


ay/-  =o,  s,  normcy/-<». 


m  /,/■ 

ai/- 


V» 


si  nor 


_  > 


■me  i  /  -  Z  i , 
Y    " 


la  norme  de  i  /  -  étant  dennie  comme  au  paragraphe  précèdent. 
Il  résulte  de  cette  définition  que 


\ 


Toutes  ces  définitions  s'étendent  immédiatement  au  cas  où  x,  au 
lieu  d'être  un  idéal,  est  un  nombre  réel  ordinaire  positif  entier  ou  non 
entier;  nous  avons,  en  effet,  défini  au  paragraphe  précédent  ce  qu'on 

/a 


doit  entendre  par  la  norme  de  i  /  - 
Cela  posé,  on  a  évidemmenl 


E(*)=2«(ï 


(a) 


lui  effet,  ceux  des  termes  du  second  membre  qui  serontégaux  à  i  et 
non  pas  à  o  seront  ceux  qui  seront  tels  que 

norme  //,  <  norme  x, 


el  leur  nombre  sera  précisément  E(  x  ). 
Cela  posé,  je  dis  que 


(3) 


\  tO)  =  2 |E (f)  l°s*P  +- E (7)  los"/'  + 
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Nous  écrivons,  pour  abréger,  logns  pour 


\oii  norme  de  /> 


La  sommation  du  second  membre  doit  être  étendue  à  ions  les 
idéaux  premiers  /*  et  à  ions  les  nombres  entiers  réels  el  positifs  ///. 

En  effet,  Ti  e)  est,  par  définition,  la  somme  (\^s  logarithmes  des 
normes  de  ions  les  idéaux  donl  la  nonne  ne  surpasse  pas  celle  de  x.  Si 
non»  supposons  ions  ces  idéaux  décomposés  en  leurs  facteurs  pre- 
miers, li  c)  sera  la  somme  des  logarithmes  des  nonnes  de  tous  ces 
facteurs  premiers. 

Combien  de  fois  entrera,  dans  cette  somme,  le  logarithme  de  la 
norme  de  />'.'  Il  \  entrera  : 

i°  Vu  tan  I  de  fois  qu'il  \  aura  d'idéaux  divisibles  par  />.  Il  \  en  aura 

évidemment   E(  -  );  car.  si  y  est  un  idéal  divisible  par  />  el  dont  la 

norme  ne  surpasse  pas  celle  de  se,  on  pourra  trouver  un  idéal  z  tel 

que  z/>     -  \  .  et  dont   la  nonne  ne  surpasse  pas  celle  de      ; 

2°  Autant  de  fois  qu'il  y  aura  d'idéaux  divisibles  par/?2,  c'est-à-dire 

El— 5)  lois:  car  un  idéal  divisible  par  p1  contienl  le  facteur  />  deux 

fois  et  non  pas  seulemenl  une  l'ois; 

I     \utani  de  fois  qu'il  \  aura  d'idéaux  divisibles  par  jd8,  c'est-à-dire 

E|   -5]  fois:  car  un  pareil  idéal  contient  le  facteur  p  non  pas  deux  fois. 

niais  trois  fois. 
Kl  ainsi  de  snilc. 

La  formule  (  3  )  est  donc  démontrée. 
(  )n  aura,  d'autre  part, 

(/,)  •<*)=2«(f)iogiV. 

la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  idéaux  premiers  p. 

En  efTet,  8(a?)  est  la  somme  des  logarithmes  des  normes  des  idéaux 
premiers  dont  la  norme  ne  dépasse  pas  x.  Le  terme  logn/7  devra  donc 
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)  I 


entrer  dans  l'expression  de  ô(a?),  avec  le  coefficient  i  ou  avec  le  coef- 
ficient o,  suivant  que  la  norme  de  p  ne  surpassera  pas  ou  surpassera 

celle  de  x,  c'est-à-dire  suivant  que  a  (  —  j  sera  égal  à  i  ou  à  o. 
On  en  déduit 


(^) 


la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  idéaux  premiers  p, 


2°v^=2aG^)losn/>' 


la  sommation  étant  étendue  :   i°  à  tous  les  idéaux  premiers  p;  20  à 
tous  les  idéaux  possibles  n\  3°  à  tous  les  entiers  réels  et  positifs  m. 
D'autre  part,  la  combinaison  des  formules  (2)  et  (3)  donne 


T(^)=^E(-^)log-n/>-2a(^)lo8-n^- 

La  formule  (1)  est  donc  démontrée.  Je  l'écrirai  sous  la  forme  suivante, 
en  introduisant  une  fonction  auxiliaire  '\>(x)  : 

t<»>=2*(ï>     +(*>=2«"*£. 

(>.  Bornons-nous  maintenant  aux  idéaux  qui  se  rapportent  à  l'équa- 
tion x-  -+-  1  =  0,  et  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  peuvent  être  repré- 
sentés par  le  symbole  m  -\-  ni. 

Nous  aurons  besoin  de  savoir  calculer  la  valeur  asymptotique  pour  a; 
très  grand  de  certaines  sommes  de  la  forme  suivante 

la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  idéaux  m  -h  m" dont  la  norme  ne 


II.    imuncuik. 

dépasse  |>a>  celle  d'un  nombre  réel  donné  ' .  c'est-à-dire  à  tous  les  sys- 
tèmes <!<•  valeurs  <le  m  el  de  //  telles  que 

i  i  •  m     \ .  ii     o,  nr   f-  ir    ■'•-. 

Supposons  d'abord  que  la  fonction  ç(Ç,  t\  )  soit  constammenl  posi- 
tive el  croissante,  c'est-à-dire  que  l'on  ail 

91:       A.  y)  +  />)>?(:.  r, 

si  A  el  /.  sonl  posil ifs. 
(  )n  aura  aloi  s 

p(m,  n)       f  f  ç(Ç,  Y))  //;  rfy]       y(/«  H-i ,  «  -h  1), 

l'intégrale  double  étanl  étendue  à  la  surface  <lu  carré  qui  ;i  pour  som- 
mets les  quatre  points 

1  :       ///.  y)       n;  2;  =  m  +  1,  *]       //  : 

£  =  m,  y]       «  +  1  :  ;   =  m  ■+■  1 ,  y,  =  /i  +  i), 

el  que  j'appellerai,  pour  abréger,  le  carré  (  ///.  //  I. 
Nous  aurons  dune  ; 


2?(w>  n)<  1 1  ?<  -  ri  iûS^î 


l'intégrale  double  étanl  étendue  à  tous  les  carrés  (m,  // )  satisfaisanl 
aux  conditions 

(1)  m2-4-/î2  =  072,         /y/     t,  //    o. 

(  )i  lous  ces  carrés  sont  tout  entiers  contenus  dans  l'aire  limitée  par 
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les  droites  \  =  i,  Y]  =  o  et  par  le  cercle 


OA  =  OB  =i, 

OC  =  OE  =  x  —  \2, 
OD^  OC  ^oc-hs/ï; 


c'est-à-dire  dans  l'aire  AGDHFKA  de  l&fig-  i. 

Ils  sont  donc  tout  entiers  contenus  dans  Taire  ACDHGEBA  limitée 
par  les  deux  axes  et  par  les  circonférences 

•'  +  rf  =  («  +  V^)2,         >2  H-  T  =  » > 
aire  que  j'appellerai,  pour  abréger,  Taire  JU.  Noire  somme 

est  donc  plus  petite  que  l'intégrale  double  étendue  à  Taire  a...  i 
(  Iherchons  maintenant  une  limite  inférieure  de  notre  somme 

celte  somme  doit  être  étendue  à  tous  les  idéaux  tels  que 
w^i,  /?>o  (m2  -+-  re2)= ;•''-  : 


'.  ,  II.    P01NGARE. 

mais,  comme  o  esi  essentiellement  positif  par  hypothèse,  cette  somme 
sera  plus  grande  que  La  môme  somme  étendue  aux  mêmes  combinai- 
sons il<-  valeurs  de  m  el  de  //,  à  l'exception  des  suivantes 

///       r,         //       i:         ///      ///.         //       t». 

De  plus,  chacun  des  termes  que  nous  aurons  conservés  sera  plus 
grand  que  l'intégrale  double  étendue  au  carré  ( ///  —  i,  n  —  i). 

Il  vient  doue 

V  ?l///.  „  r>  /   I  o(H,  Y]W/:>/rr 

l'intégrale  double  étanl  étendue  à  tous  les  carrés  (///  —  i,  n  —  i)  lels 
que 

,'i  l'exceptioD  du  carré  t  o,  o). 

Soii  m.  l'aire  recouverte  par  l'ensemble  de  ces  carrés. 
appelons    \'  Taire  VCFEBKA,  limitée  par  les  deux  axes,  par  les 
côtés  BK  ei    \(  ]  du  carré  |  <>.  «>  )  el  par  le  cercle 

Ph-i),=(*-^)'; 

cette  aire  -i    sera  toul  entière  contenue  dans  l'aire  m,. 
Nuire  somme 

^  ç  (  /// .  n  | 

sera  donc  plus  grande  que  l'intégrale  double  étendue  à  Taire  i  . 

Si  donc  nous  désignons  par  A  l'intégrale  double  étendue  à  Taire  v, 
par  A'  cette  même  intégrale  étendue  à  Taire  -!,',  on  aura 

A>  2  ?(>»,")>  A'- 

La  différence  A  —  A'  est  l'intégrale  double  étendue  d'une  part  au 

triangle  curviligne  ABK,  d'autre  part  à  Taire  CDHGEFC.  Admettons 

que  le  rapport 

A-  A' 
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tende  vers  o  quand  x  croît  indéfiniment;  il  sera  aisé  de  vérifier  que 
cette  condition  est  remplie  clans  les  diverses  applications  que  je  ferai 
plus  loin. 

On  aura  alors 

, .      S  m  (  m,  n  ) 

lim     T       — -  =  i, 

ce  que  nous  exprimerons  en  disant  que  l'intégrale  A  est  la  valeur  asym- 
pto tique  de  la  somme 

2?0,  n). 

Supposons  maintenant  que   la  fonction  y(c,  r\)  soit   constamment 
positive  et  décroissante,  c'est-à-dire  que 

9(5 -h  A,  Y) +*)<?(£,  Y)), 

si  //  et  k  sont  positifs. 
On  aura  alors 

o(m,    «)>  ff?(5i  Y])ûfédY]><p(/W  -h  ï,  //  -i-  I), 

l'intégrale  double  étant  étendue  au  carré  (m,  //  ). 
On  aura  donc 

l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  carrés  (m,  />)  tels  que 

m>i,         /i^o         (/u2  -i-  n'2  ):  x-, 

ou  à  toute  aire  contenue  tout  entière  dans  Taire  recouverte  par  l'en- 
semble de  ces  carrés. 

Tel  est  le  cas  de  Taire  ACFKA  que  j'appellerai  s  et  qui  est  limitée 
par  les  droites  i;  =  i ,  Y]  =  o  et  par  le  cercle 

i;*  H- Y]1  =  (a?  —  v/2)2. 


*»h  II.      l'OlM Mil    . 

Si  donc  je  désigne  par  (  !  l'intégrale  double  étendue  à  l'aire  B,  il 
\  iendra 

V  ^(  /;/>  „  >;>  G. 

Soil  maintenanl 

y?(m,/i)      V        V 
La  somme 

V  >  ( '"  •  "  > 

Loujours  étendue  à  toutes  les  combinaisons  <l<-  valeurs  de  m  el  de  // 
satisfaisant  aux  conditions  (i),  Ss  esl  la  même  somme  étendue  aux 
systèmes  de  valeurs  de  ///  «m  de  //  <]ui  salis  l'ont  aux  conditions 

t  j  )  ///  =  n  =  1 

ou 

I  2  bis)  n  =  o. 

1,  esl  encore  la  même  somme  étendue  à  tous  les  systèmes  des  valeurs 
qui  satisfonl  aux  conditions  I  i  >.  sans  satisfaire  aux  conditions  (  2)  ou 

i  2  bis  I.  <  )n  a  alors 

2</7?<«.i)**i. 

l'intégrale  double  étanl  étendue  à  tous  l<-s  carrés  (m  —  1,  n  —  1)  ids 
que 

m     \ .  11     1  (  ///-  -h  //'-  )    a?2, 

à  l'exception  <lu  carré  (  o,  o). 

Ton-  ces  carrés  sont  tout  entiers  à  l'intérieur  <]<'  Taire  -.1,. 
< )n  a  donc 

2,<A, 

el  par  conséquent 

c<2?v>>  «XA-+-2.* 
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Or,    dans    l'unique  application   que    nous   ferons      en    supposant 

<p(m,  n)=  — ^   >  il  est  facile  de  voir  que  22  et  G  —  A  restent 

finies  quand  x  croît  indéfiniment,  tandis  que  les  deux  intégrales  G 


et  A  croissent  au  delà  de  toute  limite. 
On  aura  donc  encore 


lira  — ^-j =  i  : 

A 


c'est-à-dire  que  A  sera  encore  la  valeur  asymptotique  de  Zcp(m,  n). 
Soit  d'abord 

<p(m,  n)=  log(m2  -f-  «'); 
d'où 

2?(m>  n)=T(x). 

La  fonction  log(m2  -h  n2)  est  positive  et  croissante  dans  l'aire  «&. 
La  valeur  asymptotique  de  T(x)  sera  donc  l'intégrale 

étendue  à  l'aire  A,  c'est-à-dire 

A  =  ~  L — ^~  loo  (^  +  v  2  )  -  - — ^— J . 

ou  bien  encore 

-  x2\ogx, 
puisque 

lim  -  -  x-  logx  =  i  (pour  x  =  00). 

Soit  maintenant 

o(m,  n)=  1; 
d'où 

2?0,  n)=E(x). 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  I,  1892.  O 


11.    P01NCAHÉ. 

La  valeur  asymptotique  de  E(a?)  sera  l'intégrale 

A=  Çfékd^ 

étendue  à  l'aire  A  .  c'est-à-dire 

A- |[(» +  ,/!)"- i]s 

mi  bien  encore 

-./■; 

|  >  1 1  i  -^*  j  11  «^ 

lim  T  -y-  =  i  (  pour  .r  =  ao). 

A       i 

Soil  enfin 

i    rc)  =  — -• 

m       n 

La  Fonction  o  est  cette  fois  décroissante;  la  valeur  asymptotique  de 

**  ni *■+■  n2 

sera  l'intégrale 

étendue  à  l'aire  «A  :  c'est-à-dire 

A  =  jlog(a?-h^), 

ou  plus  simplement 

TC  1 

puisque 

h  111 -^ — r- =  1  (  pour  x  =  ce). 

log(*+v  0 

Soit  maintenant 

\  ///-  -t-  n- 
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il  viendra 

valeur  asympto tique  V    ,  =    /    /       ,er> 

J     l  i       **s/m*-hn*        J   J    ^!  +  V 

L'intégrale  étendue  à  l'aire  A,  est  égale  à 

-  (x-hy/1  —  1). 


D9 


La  valeur  asymptotique  de  V  — est,  donc  égale  à 

^ym2  +  /i2 


2 

puisque 


lim s =  i 


ya. 

J'aurai  besoin  pour  ce  qui  va  suivre,  non  seulement  de  la  valeur 
asymptotique  de  E(a?),  mais  d'une  limite  supérieure  et  d'une  limite 
inférieure  de  cette  quantité. 

Or,  d'après  ce  qui  précède,  E(x)  est  plus  petit  que  l'intégrale 


ffdld-^ 


étendue  à  l'aire  x  et  plus  grande  que  la  même  intégrale  étendue  a 
l'aire  a/.  On  a  donc 


j  (*-*&)' -i<E(*)<|(*-l- </£)*-£• 

Nous  avons  supposé  que  x  est  un  nombre  réel  positif;  si  nous  vou- 
lons avoir  deux  limites  de  l'expression 

E 


m  -j-  in 


il  faut,  d'après  la  définition  de  cette  expression,  remplacer  dans  les  iné- 


ho 


II.     I'OINCMIK. 


galités  (|iii  précèdent  x  par  le  nombre  réel  positif  qui  a  pour  nonne  la 
norme  de  x  divisée  par  celle  de  m  ■+•  i/t,  c'est-à-dire  par  le  nombre 
réel  positif 


\  ïn*-i-  «• 


Il  vienl  donc 


ou 


-        ,rJ  itl/a  .a?  it 

7  — i ■ —     ,  H ' 

4  »»*+»'  a     y^-jT*»        2 


<r  — f-7-  < 


m  -\-  t/i  '    "   i    m--f-  /t' 


y  //r 


««       4 


Il  vienl  ainsi 


E  (  _^r  ) 


K(-r) 


< 


2      \  .  ,/i2-+-  /t»        01"-+-  n'  )       k        \'2         J  /"2+  « 


r  /  7: 


el 


> 


\[%x  /  1 


\  \  m" -h  n' 

ou,  a  fortiori, 


-  —  1 
2 


4  //*"  -1-  «2 


(i) 


E 


YA.r) 


m  -+-  in  1         m'+  n' 


TT.ri/2  7T 

<  /-rr-,  +7' 


7.   \ous  allons  nous  proposer  d'évaluer  la  somme 

2e 


somme  étendue  à  tous  les  idéaux  m  -h  in  possibles.  Il  suffira  évidem- 
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ment  de  l'étendre  à  tous  les  idéaux  dont  la  norme  ne  surpasse  pas  celle 
de  x.  Car,  si  la  norme  de  m  -h  in  était  plus  grande  que  celle  de  x,  on 
aurait 


Étendons,  par  conséquent,  la  sommation  aux  seuls  idéaux  tels  que 

norme  (m  •+-  in)  <  normes. 
Je  dis  qu'on  aura  asymptotiquement  pour  x  très  grand 


je  veux  dire  que  le  rapport  des  deux  membres  tend  vers  l'unité  quand 
#  croît  indéfiniment. 

En  effet,  la  différence  entre  les  deux  membres  de  (2)  est,  en  vertu 
de  l'inégalité  (1),  plus  petite  en  valeur  absolue  que 

(.3)  „^2-=^+2|- 

Il  est  facile  de    trouver   la   valeur  asymptotique  de  cette  expres- 
sion (3),  car,  d'une  part,  nous  connaissons  celle  de  V  qui  est 

■^  y  m2  h-  a1 

TZJC 

) 

2 

et  d'autre  part 

a  pour  valeur  asymptotique 

7T2J?2 

La  valeur  asymptotique  de  (3)  est  donc 

^(8^+0. 


6a  H.    POINCARÉ. 

(  Considérons  maintenant  le  second  membre  de  (2) ;  sa  valeur  as\  m- 
ptotique  sera 

E(*)2  ï*t*  =  (i x2)  (l  loH = t  x*  fos*- 

La  comparaison  de  cette  valeur  asymptotique  avec  celle  de  (3) 
montre  que  le  rapport  de  v  3  )  au  second  membre  de  (2)  a  pour  limite 
0  et  par  conséquent  que  le  rapport  «les  deux  membres  de  (2)  a  pour 
limite  1 .  c.cj.  k.  p. 

Doue  l'expression 

2E.| 


m  -+-  m 


a  pour  valeur  as)  mptotique 


x2  Iog.r. 


8.   On  peut  tirer  de  là  des  conséquences  analogues  à  celles  du  11"  2. 
Je  me  propose  de  démontrer  que,  si  a  >  1 ,  on  aura  une  infinité  de 

lois 


(0 


[\Cl 


<!■(«)<  *=E(»). 


Si  cela  n'était  pas  vrai,  en  effet,  on  pourrait  trouver  un  nombre  xti 
assez  grand  pour  que,  pour  tout<<  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  x0, 
on  eût 

on  pourrait  alors  trouver  un  nombre  b  assez  grand  pour  que, 

(pourx0>^>  1), 
on  eût 

<\>(x)>^E{x)-b*{x). 
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Enfin  pour  x  <  r ,  on  aurait  évidemment 

tO)=TE0)  -*«oo. 

lorsqu'on  aurait 

ty(x)  =  E(x)  =  a(x)  =  o. 


L'inégalité 


<J,(a?)>^E(a;)-6a(a?) 


serait  donc  absolument  générale. 
On  en  déduirait 


4«  v  i?  /       r      \        /.  v^      / 


^d    '    \fll+  i«       ^      7r     ^d        \  m  -h  in  I  *mà 


m  -+-  in  J  **       \  ni  -+-  in 

ou  bien 

C»)  t«>^e(^)-'-i:(4 

Mais  le  premier  membre  de  cette  inégalité  a  pour  valeur  asympto- 
tique 

'-xHogx, 
le  second  membre  a  pour  valeur  asymptotique 

—  X    log'J?. 

Si  donc  a^>  r,  cette  seconde  valeur  asymptotique  est  plus  grande 
que  la  première.  Donc,  pour  x  assez  grand,  l'inégalité  (2)  cesserait 
d'avoir  lieu. 

L'hypothèse  faite  est  donc  absurde,  et  nous  devons  conclure  que 
l'inégalité  (1)  a  lieu  une  infinité  de  fois. 

On  démontrerait  de  même  qu'on  a  une  infinité  de  fois 

<K*)>^E(*) 

si  a  <^  1 . 


64  H.    POINCARK. 

Si  l'on  se  rappelle  quelle  esl  la  valeur  asymptotique  de  E(a?),  on 
pourra  énoncer  1»'  même  résultat  d'une  autre  manière. 
(  )u  aura  une  infinité  de  fois 

>i  a  <C  i  «  el  un»'  infinité  de  fois 

■•/(./•)  <«.c* 
si  a  >  i . 

I  tans  le  cas  des  nombres  premiers  rrds,  M.  TchebiçhefF avait  trouvé 

qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x  on  a 

'l(  3?)<  1,11  ../•. 

On  pourrait  trouver  une  inégalité  analogue  par  des  procédés  sem- 
blables à  ceux  qu'a  employés  le  savant  russe,  niais  il  esl  plus  simple 
de  la  déduire  de  la  sienne. 

Pour  éviter  toute  confusion,  je  désignerai  par  0„('.r)  et  'j1  <»(■*•")  les 
fonctions  de  M.  Tchebicheff  relatives  aux  nombres  réels;  et  je  conti- 
nuerai à  représenter  par  0(x*)  cl  ']>(x)  les  fondions  relatives  aux 
idéaux. 

Alors  0„( ./ ■-  )  est  la  somme  des  logarithmes  de  tous  les  nombres  pre- 
miers qui  ne  surpassent  pas  ./•'-  ;  el  Ot  x)  est  la  somme  des  logarithmes 
des  normes  de  tous  les  idéaux  premiers  donl  la  nonne  ne  surpasse  pas 
celle  de  ./•.  c'est-à-dire  deux  fois  la  somme  des  logarithmes  des  nombres 
premiers  de  la  forme  l\n  -h  i  qui  ne  surpassent  pas  a?2;  plus  la  somme 
des  logarithmes  des  carrés  des  nombres  premiers  de  la  forme  l\n  -h  3 
qui  ne  surpassent  pas  x  (c'est-à-dire  plus  deux  fois  la  somme  des  loga- 
rithmes de  ces  nombres  premiers)  plus  le  logarithme  de  i. 

Combien  de  fois  le  terme  log^o  figurera-t-il  donc  dans  b0(x2)  et  dans 
8(»? 

Si  p  =  2,  une  fois  dans  0o,  une  fois  dans  8. 

Si  p  =  !\n  -h  i,  p  =  x2,  une  fois  dans  0o,  deux  fois  dans  0. 

Si  p  =  [\n  -+-  3,  p  =  x,  une  fois  dans  0o,  deux  fois  dans  0. 

Si  p  =  l\n  -h  3,  p  >  /:,  p<  x- ,  une  fois  dans  0o,  zéro  fois  dans  0. 

Si  p  >  x2,  zéro  fois  dans  0o,  zéro  fois  dans  0. 
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On  peut  déduire  de  là  l'inégalité  suivante 

Si  nous  désignons  par  0,(x)  et  92(#)  la  somme  des  logarithmes  des 
nombres  premiers  de  la  forme  (\n  -4-  i  et  de  la  forme  r\n  -h  3  qui  ne 
surpassent  pas  .r,  on  a  donc 


(3) 

(  lomrae  on  a 


l    0    (x)     =2(){(x2)-h0.2(x)     -f-log2. 

j  %(x*)  =    0f(a?*)-r-ô2(a?2)-r-log2. 

•\>  (x)    =0(.r)     -4-6  Jx   +  0  \[x  -•• 
%(^2)  =  0o(.r2)  +  0oV/^r+0ûv,^4-.. 


il  viendra  également 


î-' 


et  Ton  aura,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  .x, 

']>(x)  <  '2,12.x'-. 

D'antre  part,  nous  retrouvons  les  inégalités 

doù 

+  (ar»eCar)>+(ar)  — 4,44». 

On  aura  une  infinité  de  fois,  si  a  >  i, 

<|/(a?)  <  clx- 
et,  par  conséquent, 

0(x)  <  flr. 

On  aura  une  infinité  de  fois,  si  a  <^  ci  <i  i, 

^(x)>a'.x-2, 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.   I,  1892. 


66  il.    POIMGARB. 

et,  par  conséquent,  si  a?esl  assez  grand, 

b(x)>a'x*  4-  hMx>ax*. 

Si  donc  le  rapport  — -^  Lcnd  vers  une  limite,  cette  limite  ne  peul 

être  que  l'unité. 

Si  Ton  observe  que  la  différence 

Ô(x)  -  ••-0I('J) 

csi  égale  à  h.A  .r  )  +  loga,  c'est-à-dire  positive  el  plus  petite  que  60<  œ  ), 
ou,  a  fortiori^  que  i,ii  a?  (si  a?  est  assez  grand),  on  conclura  qu'elle 
esl  négligeable  dcvanl  x*. 
Donc  on  a  une  infinité  de  lois 


cl  une  infinité  de  fois 


0,<   '-X  ££"  si  r/>l, 


0,  (  ./-JN)  >  — —  si  c/  <  i  . 


Donc   la   somme  des    logarithmes  des   nombres  premiers   de   la 
forme  \n  -+-  i  qui  ne  surpassent  pas  x  est  une  infinité  de  fois  plus 

petite  que  —  si  a^>\,  cl  une  infinité  de  fois  plus  grande  que 

ax      ■  - 

—  si  (t  <T  i  • 

2 

(Test  ce  qu'on  peut  exprimer  d'une  façon  vague,  mais  concise,  en 
disant  que  cette  somme  oscille  autour  de  -• 


9.   Soit  maintenant  ap,  (a?)  la  somme  des  logarithmes  des  nombres 

premiers  de  la  forme  4"  -+-  i  qui  ne  surpassent  pas  x. 
\ous  aurons,  en  appelant  p  ces  nombres  premiers, 

?.(«)=2|»     &.(*)=2>giP. 
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et,  puisque  logp  <  log.r, 

9 ,  (x)  log.r  >0,  (./•). 
Or,  on  a  une  infinité  de  fois 

e.(/')>~:        sia<i. 
On  aura  donc  une  infinité  de  fois 

D'autre  part,  0,  (x1)  est  la  somme  des  logarithmes  de  9,  (./;)  nombres 
entiers  tous  différents  entre  eux,  et  sera,  par  conséquent,  plus  grand 
que  la  somme  des  logarithmes  des  o,(.r)  plus  petits  nombres  entiers, 

c'est-à-dire  que 

T|o,(.,)|. 

Je  donne  ici  à  T(x)  la  même  signification  que  M.  Tchebichefl", 
c'est-à-dire  la  même  signification  que  dans  les  nos  1  à  3,  et  non  pins  la 
signification  que  je  lui  ai  donnée  dans  les  nos  '6  à  9. 

Je  rappelle  maintenant  que,  dans  le  n°  5,  j'ai  déduit  des  inégalités 

9(x)log./:>;0(>-), 

T[?(.,-)|<0(.r), 
et  de  la  suivante 

t(x)<ax, 

qui  doit  avoir  lieu  une  infinité  de  fois  si  a  >  1  ;  j'ai  déduit,  dis-je,  que 
Ton  doit  avoir  une  infinité  de  fois 

si  a  >  1 . 
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De  même  ici  j'ai  les  deux  inégalités 

?i(*)logar>0,(*)l 

et  je  sais  que  l'on  a  une  infinité  de  fois 

-i  a>i.  Je  puis  doue  répéter  le  même   raisonnement  sans  y   rien 
changer  et  <  1 1  déduire  le  même  résultat. 

<  )n  aura  une  infinité  de  lois 

.   \         -  .,  [0g  , 

SI    (I  ^>   I  . 

Ainsi  le  nombre  des  nombres  premiers  de  la  forme  \n  -+-  i  y///  we 
surpassent  pas  x  est  une  infinité  de  fois  plus  petit  que 


i  \osx 


si 


a  ^>  i  et  une  infinité  de  fois  plus  grand  que 


2  1 1  )  g  . V 


si  (l  <^  !  . 


île 


1  ce  qu'on  peut  exprimer  en  disant  que  ce  nombre  oscille  autour 
pendant  que  le  nombre  total  des  nombres  premiers  non  su- 


3  loea: 


péiïeurs  à  x  oscille  autour  de  r  — »  ou,  d'une  manière  plus  incorrecte 
1  •<  »?;•£■  * 

encore,  en  disant  qu'il  \   a  autanl  de  nombres  premiers  de  la  forme 
i  //  -f-  i  qu'il  y  en  a  de  la  forme  \n  -f-3. 

11  est  clair  qu'on  pourrait,  en  raisonnant  tout  à  fait  de  la  même  ma- 
nière, trouver  des  résultats  analogues  en  partant  d'idéaux  construits  a 
à  l'aide  d'une  équation  fondamentale  autre  que  a?2-r-i=o.  Deux 
nombres  s'introduiraient  alors  dans  les  calculs,  à  savoir  le  nombre  des 
classes  d'idéaux  cl  un  nombre  dépendant  des  unités  complexes;  mais 
je  crois  qu'ils  disparaîtraient  à  la  fin  du  calcul. 


Paris,  le  3  décembre  1891 
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Remarques   sur  les   intégrales   définies; 
Par  M.    Camille  JORDAN. 


L'intégrale  définie  (simple  ou  multiple)  crime  fonction  y  dans  un 
champ  E  s'obtient,  comme  on  sait  (lorsque  le  champ  et  les  valeurs  de 
la  fonction  sont  bornés),  de  la  manière  suivante  : 

On  décompose  le  champ  en  éléments  infiniment  petits  dans  tous 
les  sens;  on  multiplie  l'étendue  da  de  chacun  de  ces  éléments  par  la 
valeur  de  /en  un  point  choisi  à  volonté  dans  l'élément;  et  Ton  cherche 

la  limite  de  la  somme  ^.fdv  ainsi  formée. 

On  sait  en  effet  que  cette  limite  a  une  valeur  bien  déterminée 
lorsque  la  fonction  f  est  continue.  Cette  propriété  subsiste  même 
pour  une  classe  de  fonctions  plus  générale,  définies  d'une  manière 
précise  par  un  théorème  bien  connu  de  liiemann. 

Enfin,  M.  Darboux  a  fait  voir  que,  quelle  que  soit  la  fonction  bor- 
née /,  les  deux  sommes  V  M  di,  V  m  d<7,  où  M  et  m  représentent  le 

maximum  et  le  minimum  de  f  dans  l'élément  r/o-,  ont  toujours  une 
limite  parfaitement  déterminée. 

Ces  résultats  sont  très  nets  et  éclaircissent  complètemenl  le  rôle 
(pie  joue  la  fonction  dans  l'intégrale. 

L'influence  de  la  nature  du  champ  ne  parait  pas  avoir  été  étudiée 
avec  le  même  soin.  Toutes  les  démonstrations  reposent  sur  ce  double 
postulatum,  que  chaque  champ  E  a  une  étendue  déterminée;  et  que, 
si  on  le  décompose  en  plusieurs  parties  En  E2,  . . .,  la  somme  des  éten- 
dues de  ces  parties  est  égale  à  l'étendue  totale  de  E.  Or  ces  propo- 
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sitions  sont  loin  d'être  évidentes  si  on  laisse  à  la  conception  du  champ 
toute  sa  généralité. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  dans  les  pages  suivantes  qu'à  un 
champ  E  quelconque  correspondent  deux  nombres  déterminés  E'  et  K" 
qu'on  |>«mii  appeler  son  étendue  intérieure  et  son  étendue  extérieure. 

Si  ces  deux  nombres  coïncident,  nous  dirons  que  E  est  mesurable 
et  a  pour  étendue  1»'  nombre  E'  E'.  Pour  que  cette  circonstance  se 
présente,  il  faut  et  il  sutïit  que  la  frontière  de  E  ait  une  étendue  nulle 

1  ne  fonction/*,  qui  reste  bornée  dans  tout  l'intérieur  de  E,  admet 
dans  relie  région  une  intégrale  par  excès  el  une  intégrale  par  défaut. 

Si  ces  deux  intégrales  coïncident,  elles  représentent  l'intégrale  pro- 
prement dite  de  la  fonction  y  dans  le  champ  E. 

La  détermination  d'une  intégrale  proprement  dite  multiple  se  ramène 
à  celle  d'une  suite  d'intégrales  simples,  pourvu  que  le  champ  soit  me- 
surable. 

Si  la  valeur  de  la  fonction  j\  /■,  \  )  ne  reste  plus  bornée  lorsque  le 
point  (  a -.  y  i  se  rapproche  indéfiniment  de  la  frontière  du  champ  d'in- 
tégration E,  supposé  encore  borné,  il  sera  nécessaire  et  suffisant,  pour 
que  l'intégrale  (par  excès  ou  par  défaut)  ait  une  valeur  finie  et  déter- 
minée, que  la  valeur  de  l'intégrale,  prise  dans  un  domaine  mesurable 
cl  parlait  I)  intérieur  à  E,  tende  vers  zéro  en  même  temps  que  Taire 
de  D,  quelle  que  soit  la  situation  de  ce  domaine  dans  le  champ. 

Si  le  champ  E  <'st  infini,  il  faudra  en  outre  (pie  l'intégrale  prise 
dans  l)  tende  vers  zéro,  lorsque  I)  varie  d'une  manière  quelconque, 
mais  de  telle  sorte  que  sa  plus  courte  distance  à  l'origine  des  coor- 
données tende  \<ts  se. 

Si  les  intégrales  de  f(x,y)  par  excès  et  par  défaut,  dans  le  champ  K 
sont  toutes  deux  finies  et  déterminées,  il  en  sera  de  même  de  l'inté- 
grale par  excès  de  la  fonction  mod  f.  Cette  condition  est  suffisante. 

Pour  exposer,  sans  faire  de  restriction  inutile,  la  théorie  du  change- 
ment de  variables  dans  les  intégrales  multiples,  il  semble  qu'on  doive 
renoncer  à  s'appuyer,  comme  on  le  fait  communément,  sur  la  réduc- 
tion à  une  suite  d'intégrales  simples,  celle-ci  n'étant  établie  que  pour 
les  intégrales  proprement  dites  prises  dans  un  champ  mesurable.  La 
méthode  géométrique,  employée  pour  les  intégrales  doubles  ou  triples, 
et  dans  laquelle  on  change  simultanément  toutes  les  variables,  est  pré- 
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férable  à  ce  point  de  vue  et  s'étend»iaisément  au  cas  de  n  variables. 
Elle  exige  toutefois  quelques  développements  pour  être  rendue  tout  à 
fait  rigoureuse.  Cette  étude  nous  conduit  au  résultat  suivant  : 

Soient  x,  y  et  m,  p  deux  couples  de  variables  liées  par  les  relations 

fl?  =  ?(M,p),         y  =  ot(u,  v) 

de  telle  sorte  que,  lorsque  (u,  p)  décrit  un  certain  domaine  E,  (x,  y) 
décrira  un  domaine  correspondant  E'. 

Supposons  :  i°  qu'à  chaque  point  de  E  corresponde  un  seul  point 
de  E'  et  réciproquement;  2°  qu'en  tout  point  intérieur  à  E'  (sauf  en  des 
points  exceptionnels  formant  un  ensemble  d'étendue  nulle)  les  fonc- 
tions tp,  <p,  admettent  des  dérivées  continues,  dont  le  jacobien  J  ne  soit 
pas  nul. 

Gela  posé,  soit  /(x,  y)  une  fonction  quelconque,  telle  que  l'inté- 
grale 

(calculée  par  excès  ou  par  défaut)  soit  finie  et  déterminée.  Sa  valeur 
sera  égale  à  celle  de  l'intégrale 

SE/(cp,  o,  )  mod  J  du  dv 

(calculée  de  la  même  manière). 


1.    —    Notions  générales  sur  les  ensembles. 

1.  Soient  x,y,  ...,  n  variables  indépendantes.  Tout  système  de 
valeurs  a,  b,  ...  attribué  à  ces  variables  constituera  un  point  d'un 
espace  à  n  dimensions. 

\S écart  pp''de  deux  points  p  =  (a,  b,  . . .)  et  p'  —  («',  h' ',  . .  .)  sera 
défini  parla  relation 

pp'  =  |  a'  —  a  |  -f- 1  b'  —  b\-h. 

Nous  appellerons  avec  M.  Cantor  : 

i°  Ensemble  toute  collection  de  points; 
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Point  limite  d'un  ensemble  I  tout  point  ~  Ici,  qu'on  puisse, 
quel  que  Boit  £,  déterminer  dans  K  un  poinl  />  différent  de  -,  et  dont 
l'écart  à  -  soit  <  £  ; 

1     Dérivé  de  E  l'ensemble  E  formé  par  les  points  limites  de  Ë; 

i"  Ensemble  parfait  tout  ensemble  qui  contient  son  dérivé. 

(  a  ensemble  E  ,  dérivé  d'un  nuire  ensemble  Ë,  es/  nécessaire- 
ment pur/ait.  Soit  en  effet  it  un  de  ses  points  limites;  E'  contien- 
dra un   point  />    tel  que  p'~  soit   <  -;  mais,  />    étant  un  point  limite 

de  I".  on  pourra  déterminer  dans  E  un  point  />  tel  que  />/>  soit  <  -; 

on  aura  doue 

/>-    pp>   ,//-<;; 

doue  -  est  un  point  limite  de  E,  et  appartient  à  E'. 

*2.  Si  l'ensemble  E  ne  contient  pas  tous  les  points  possibles,  les 
point-  qui  ne  lui  appartiennent  pas  Forment  un  ensemble  complémen- 
taire E, . 

Soienl  respectivement  E7,  E',  les  ensembles  dérivés  de  Ë,  Ë,.  Les 
points  du  plan  pourront   rire  répartis  en  trois  classes  : 

i"  Les  points  intérieurs  à  E.  Ce  sont  ceux  qui  appartiennent  à  I. 
sans  appartenir  à  E',.  Pour  chacun  d'eux  />  on  pourra  assigner  une 
quantité  i  telle  que  tout  point  dont  l'écart  à  p  est  <  e  appartient  à  E 
et  noua  E", . 

2°  Les  points  extérieurs f  qui  appartiennent  à  E,  sans  appartenir 

a  i  : . 

;  Les  points  frontières y  qui  appartiennent  à  la  fois  à  l'un  des 
ensembles  Ë,  E,  et  au  dérivé  de  Tanin'. 

On  peut  aisément  concevoir  des  ensembles  pour  lesquels  les  points 
intérieurs  ou  les  points  extérieurs,  ou  tous  les  deux  à  la  fois,  viennent 
à  manquer.  Mais  il  existe  toujours  des  points  frontières. 

Soient  en  effet  p=(a,  b)  cl  Tc  =  (a,  p)  deux  points  quelconques 
choisis  respectivement  dans  E  et  dans  E,. 

Partageons  la  droite  p-  en  in  segments  égaux.  Soit  pa  le  dernier 
des  points  de  division  cpii  appartienne  à  E,  -n  le  suivant.  11  est  clair 
que,  si  Ton  fait  croître  /i,  les  deux  points  pn  et  -„  se  rapprocheront 
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constamment  l'un  de  l'autre,  cl  tendront  ver-  un  même  point  limite  y. 
Si  n  est  assez  grand,    tu  aura 


p„q<i.  -Itq<i. 

oint  q  appartiendra  donc  à  la  fois      1  I         comme  il  ap- 

partient en  outre  à  E  ou  à  E  .        -  ra  un  point  frontièi 

Il  pourrait  arriver  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  v  de  n.  l'un  des 
ats  p„  ~„,  le  premier  par  exemple,        -  -  .  mais  la 

-  rait  la  même.  En  effet,  le  point  q  =  py  appartiendrait 
:  d'ailleurs  c'est  la  limite  des  points  -„,  qui  appartiennent  à  I 
donc  il  appartient  à  E        'est  donc  encore  un  point  frontici 

L'ensemble  1-  des  points  fron  ût.  —  Soit,  en  effet, 

q  un  point  limite  de  1  :   F  contiendra  une  infinité  de  points  q{ 

qm,  ...   col       _  -   q.   Si  parmi  eux  il  une  infinité  qui 

s      nt  commuL-  à   E  .  lein   ;    int   limite  q  appartiendra  aux 

dérivés  de  c   sens  s;  'iirdêii  E'(  contient  son  dé- 

rivé. Donc  q  est  commun  à  I.  E   :  mais  il  appartient  en  outre 

ou  à  E       c'est  donc  un  point  front i 

Si  parmi  les  point-  q q il  n'en  existe  qu'un   nombre 

né  communs  à  E     t  à  E'(,  les      iu    s,  en  nombre  infini,  sert  ni 
E',  et  un  raisonnement  anal   g 
duira  à  la  même  co:  e. 

5.  1  semble  de  points  -        dit  borné  si  les  coordonnées 

de  t     >      -  points  restent  coin;  rises  -  nombi  M     i  m. 

•reme  le  \\  ei  s.—    Tout  ensemble  borné  qui contient 

une  infinité  <1<-  points  nf  limite. 

i         :":   t.  partageons  l'intervalle  de  m  à  M  en  //  parti.-  égales.  I.  - 
deux  coordonnées  jf,  y  d'un  point  quelconque  de  E  tomberont  cha- 
cune dans  Tun  de  ces  intervalles.  Groupons  en  un  ensemble  partiel  tous 
ints  i  x  dune  part  et  y  d'aube  part  tombent  dans 

intervalle. 
-     ..tiendrons  ainsi     -  s  partiels,  dont  la  réunion  con- 
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stitue  E.  L'un  au  moins  E,  deces  nouveaux  ensembles  contiendra  une 
infinité  de  points;  et  l'écart 

:,-'-,-|-hLr'-7! 

111  M  /H 

de  deux  de  ces  points  ne  pourra  surpasser  2         —  • 

Opérons  sur  E,  comme  sur  E;  nous  le  décomposerons  <'n  n-  ensem- 
bles partiels,  dont  l'un  au  moins  l._,  contiendra  une  infinité  «le  points, 

1                                   1                                                           M       ///     . . 
dont    les  écarts   mutuels  ne   pourront   surpasser  2     — jj <  »n    pourra 

encore  opérer  sur  Ea  comme  sur  E,,  cl  ainsi  de  suite 

(  'cla  posé,  soient  />,  un  point  choisi  à  volonté  dans  E<  ;  pa  un  autre 
point,  choisi  à  volonté  dans  Ea,  etc.  Ces  points  />,,  />.,,...  tendront 
évidemment  vers  un  point  limite  -. 

I.  Soient  E,  E  deux  ensembles  n'ayant  aucun  point  commun.  Les 
écarts  des  divers  points  />  de  Eaux  divers  points  de  p'  de  K  forment 
un  ensemble  de  nombres  non  négatifs.  D'après  un  théorème  bien 
connu,  il  existe  donc  un  minimum  A,  positif  ou  nul,  ici  :  i°  qu'aucun 
des  écarts  pp  ne  soit  <A;  20  qu'il  en  existe  un  moindre  que  A  -+-  e, 
quelle  que  soit  la  quantité  positive  e. 

(  le  minimum  A  s'appellera  V écart  des  ensembles  E,  E'.  S'il  est  >>  o, 
nous  dirons  que  ces  ensembles  sont  séparés. 

Deux  ensembles  bornés  et  parfaits  E,  E',  qui  n'ont  aucun  point 
commun,  sont  nécessairement  séparés;  et, si  leur  écart  est  A,  ils  con- 
tiendront au  moins  un  couple  de  points  dont  V  écart  mutuel  soit  pré- 
cisément A. 

Soient  en  effet  p  =  (  x,  y),  ...  les  points  de  E;  p'  =  (x',  y'),  ... 
ceux  de  E'.  Associons-les  deux  à  deux  de  toutes  les  manières  possibles 
de  manière  à  former  de  nouveaux  points  (pp')=.  (x,  y,  oc',  y')  dans 
l'espace  à  quatre  dimensions.  L'ensemble  EE'  de  tous  ces  nouveaux 
points  sera  évidemment  borné  et  parfait. 

Cela  posé,  si  E  et  E'  ne  contenaient  aucun  couple  de  points  dont 
l'écart  fût  A,  ils  contiendraient  tout  au  moins  un  couple  de  points  pt,  p\ 
dont  l'écart  serait  moindre  que  A  +  £,,  £,  étant  pris  à  volonté. 
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Soient  d{  l'écart  de  p{  à  p\,  £2  un  nombre  <  d{  et  <  -  ;  on  pourra 

déterminer  un  nouveau  couple  de  points  p.,,  p[,  dont  l'écart  d2  soit 
<C  A  -+-  £2.  Continuant  ainsi  nous  obtiendrons  une  suite  infinie  de  cou- 
ples pn  p\\  p.,,  p[2;  . . .  où  les  écarts  convergent  vers  A;  les  points 
composés  (p,p\),  (PïP-,),  •••  de  l'ensemble  EE'  admettent  au  moins 
un  point  limite  (pp'),  où  les  deux  points  composants  auront  pour 
écart  A.  Or  p  est  une  limite  de  l'ensemble  des  points  pn  p.,,  ...  qui 
appartiennent  à  E;  c'est  donc  un  point  limite  de  E,  et  comme  cet 
ensemble  est  parfait,  il  contient  p.  On  voit  de  même  (pic  E'  con- 
tient/?7. 

D'ailleurs  A  ne  peut  être  nul;  car  alors,  les  points  p,  p'  se  confon- 
dant, E  et  E'  auraient  un  point  commun,  contre  l'hypothèse. 

o.  Nous  dirons  qu'un  ensemble  E  borné  et  parfait  est  dun  seul 
tenant  s'il  ne  peut  être  décomposé  en  plusieurs  ensembles  parfaits 
séparés. 

Le  caractère  distinctif  d'un  pareil  ensemble  est  le  suivant  : 

Entre  deux  quelconques  de  ses  points  p,  p',  on,  peut  toujours, 
quel  que  soit  e,  intercaler  une  chaîne  de  points  intermédiaires ,  ap- 
partenant à  l'ensemble  donné,  et  telle  que  V écart  de  deux  points 
consécutifs  soit  <  e. 

i°  Cette  condition  est  nécessaire.  En  effet,  supposons  que  pour  un 
nombre  donné  £  elle  ne  soit  pas  satisfaite.  Associons  au  point  p  d'a- 
bord tous  ceux  de  E  dont  l'écart  à  p  est  <  s,  puis  ceux  dont  l'écart 
à  l'un  de  ceux-ci  est  <  £  et  ainsi  de  suite.  Les  points  ainsi  obtenus 
forment  un  ensemble  E(.  Les  autres  points  de  E  forment  un  ensem- 
ble E2,  contenant  au  moins  un  point,  à  savoir  p',  et  dont  l'écart  à  E, 
est  ^£.  D'ailleurs  chacun  des  ensembles  E,,  E2  est  parfait.  Soit  en 
effet  /,  un  point  limite  de  E,.  11  appartient  à  E,  qui  est  supposé  parfait. 
Donc  il  appartient  à  E,  ou  à  E2.  D'ailleurs  il  existe  des  points  de  E, 
dont  il  est  écarté  de  moins  de  £.  Donc  il  appartient  à  E,  et  non  à  E2. 

Soit  d'autre  part/.,  un  point  limite  deE2.  Il  appartient  à  E,  et  comme 
il  existe  des  points  de  E2  dont  il  est  écarté  de  moins  de  s,  il  ne  peut 
appartenir  à  E,  ;  donc  il  appartient  à  E2. 
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2"  Réciproquement,  cette  condition  est  suffisante.  En  effet,  suppo- 
sons E  décomposable  en  deux  ensembles  parfaits  séparés  E,  et  Ea; 
soient  o  leur  écart, p{  cl  pt  deux  points  pris  respectivemenl  dans  E, 
et  Y....  Si  on  les  relie  par  une  chaîne  quelconque  de  points  intermé- 
diaires, cette  chaîne  contiendra  nécessairement  deux  points  consécu- 
tifs appartenant,  l'un  à  En  l'autre  à  Ea.  Leur  écarl  sera  donc>8;  et 
la  condition  de  l'énoncé  ne  sera  pas  remplie  pour  les  valeurs  de  £  moin 
dres  que  o. 

La  proposition  ci-dessus  entraîne  cette  conséquence  : 

I  a  ensemble  E  formé  parla  réunion  de  plusieurs  ensembles  d'un 

seul  tenant  E,,  lv. dont  chacun  a  au  moins  un  point  commun 

avec  l'un  des  précédents,  est  lui-même  d'un  seul  tenant. 

(>.  /  //  ensemble  E  d'un  seul  tenant  se  confond  avec  son  dérivé  E' 
i  v'il  ne  se  compose  pas  d'un  seul  point  ). 

En  effet,  E  contient  E',  par  définition.  Mais,  d'autre  part,  il  >  est 
contenu.  Soient,  en  effet,  p.  p  deux  points  arbitrairement  choisis 
dans  E.  On  peut  intercaler  entre  eux  une  chaîne  de  points  pnpt,  ■  ■  -, 
tels  que  l'écart  de  deux  points  consécutifs  quelconques,  et  notamment 
celui  de  p  à  p,,  soit  <  e.  On  peut  donc,  quel  que  soit,  e,  déterminer 
dans  Ë  un  point  p,  dont  l'écart  à  />  soit  <  e.  Donc  /;  est  un  point  li- 
mite de  E  et  appartient  à  E  . 

7.  Soil  E  un  ensemble  borné,  formé  des  points  jo,p15  ...;  les  écarts 
de  ces  points  pris  deux  à  deux  forment  un  ensemble  de  nombres  po- 
sitifs qui  (>sl  borné.  Il  admet  donc  un  maximum  d,  (pie  nous  appelle- 
rons h'  diamètre  de  l'ensemble  E. 

8.  Cherchons,  d'autre  pari,  à  préciser  la  notion  de  l'étendue  de 
cet  ensemble. 

Celle  étendue  sera  une  longueur,  une  aire,  un  volume,  etc.,  suivant 

que  le  nombre  des  dimensions  de  l'ensemble  sera  1,2,  3, Nous 

supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  nombre  soit  égal  à  2.  Chaque 
point  («,  c)  de  E  pourra  être  représenté  géométriquement  sur  un  plan 
par  le  point  dont  w,  c  sont  les  coordonnées  rectangles. 


REMARQUES    SLR    LES     INTÉGRALES    DÉFÎMES.  7 m 

Décomposons  ce  plan  par  des  parallèles  aux  axes  en  carrés  de  côté  r. 
L'ensemble  de  ceux  de  ces  carrés  dont  Ions  les  points  sont  intérieurs 
à  E  forme  un  domaine  S  intérieur  à  E;  l'ensemble  de  ceux  qui  sonl 
intérieurs  à  E  ou  cpii  contiennent  un  point  de  sa  frontière  forment  un 
nouveau  domaine  S  -h  S',  auquel  E  est  intérieur.  Ces  domaines,  étant 
formés  par  la  réunion  de  carrés,  ont  des  aires  déterminées,  qu'on  peut 
également  représenter  par  S  et  S  -+-  S'. 

Faisons  varier  la  décomposition  en  carrés,  de  telle  sorte  que  /'  tende 
vers  zéro  :  les  aires  S(?iS  +  S'  fendront  vers  des  limites  fixes. 

i°  En  effet,  considérons,  par  exemple,  celles  des  aires  S  pour  les- 
quelles r  ne  surpasse  pas  un  nombre  fixe;  elles  forment  un  système  de 
nombres  positifs,  évidemment  borné,  et  admettant  un  maximum  A. 
(  )n  pourra  trouver  une  décomposition  déterminée,  pour  laquelle  celle 
aire  prenne  une  valeur  S,  plus  grande  que  A  —  £.  La  frontière  F  de 
E  et  celle  du  domaine  intérieur  S,  forment  deux  ensembles  parfaits, 
ayant  un  écart  o  différent  de  zéro. 

Considérons   maintenant  une  nouvelle  décomposition  quelconque 

en  carrés  de  coté  moindre  que  -•  L'écart  maximum  entre  deux  points 

d'un  même  carré  y  sera  <  o.  Donc  tous  ceux  de  ces  carrés  dont  un 
point  appartient  à  S,  seront  en  entier  dans  L'intérieur  de  E.  Donc  le 
domaine  S  contiendra  S,,  et  son  aire  sera  >A  —  e;  mais,  d'autre 
part,  elle  ne  surpasse  pas  A.  Les  aires  S  admettent  donc  une  limite 
égale  à  A. 

20  Considérons,  d'autre  part,  les  aires  S  -h  S'.  Elles  forment  un 
ensemble  de  nombres  positifs  admettant  un  minimum  a.  Il  existera 
une  décomposition  déterminée  pour  laquelle  S  -f-  S'  prendra  une  va- 
leur S ,  h—  S ',  moindre  que  a  -f-  £.  Soit  &  l'écart  de  la  frontière  de  E  à 
celle  du  domaine  S,  -h  S,.  Considérons  une  autre  décomposition  quel- 
conque où  r  soit  <  -•  Tous  les  carrés  dont  un  point  appartient  à  E  ou 
à  sa  frontière  seront  intérieurs  à  S, -h  S'(.  On  aura  donc 

S  -+-  S'<  S,  -h  S',  <  a  -+-  s. 

.Mais,  d'autre  part,  S  -+-  S  >  a.  Donc  a  est  la  limite  des  sommes  S  -h  S'. 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  VIII.  —  Fasc.   I,  1892.  I  I 
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(  lomme  on  a  toujours 

S-f-S'j  s, 
a  sera  au  moins  égal  à  A. 

\«ui>  appellerons  A  Vaire  intérieure  de  E,  c/  son  aire  extérieure. 
Si  S  a  pour  limite  zéro,  nous  dirons  < |in>  E  est  quarrablc%  el  a  pour 
atre  la  quantité  </       \ . 

ï).  Soit  E  un  nouvel  ensemble  intérieur  à  E.  Son  aire  extérieure, 
et,  a  fortiori,  son  aire  intérieure,  seront  moindres  que  l'aire  inté- 
rieure de  E.  Soit,  en  effel .  S  Pécari  des  frontières  de  E  el  de  E'.  Si  l'on 


décompose  le  plan  en  carrés  de  côtés  <?  y>  il  est  clair  que  tous  les  car- 

i 

rés  non  extérieurs  à  I. .  el  aussi  les  carrés  adjacents,  seront  intérieurs 
à  E.  L'aire  intérieure  de  E  surpasse  donc  Taire  extérieure  de  E'  d'une 
quantité  au  moins  égale  à  la  somme  des  aires  de  ces  derniers  carrés. 

10.  Supposons  E  formé  par  la  réunion  de  plusieurs  ensembles  par- 
tiels E,,  Ëa et  considérons  une  décomposition  quelconque  du  plan 

en  carrés.  Soient  respectivement  S.  S,,  S._,,  . . .  les  sommes  des  carrés 
intérieurs  à  E,  E, ,  E2,  ...  :  S',  S,,  Sj celles  des  carrés  qui  rencon- 
trent leurs  frontières.  Tout  carre  intérieur  à  l'un  des  ensembles  E4, 
E2,  ...  I  esl  à  E,  et,  d'autre  part,  tout  carré  non  extérieur  à  E  est  non 
extérieur  à  l'un  au  moins  des  ensembles  E,,  K._>,  ...  ;  on  aura  donc 

s  s, -h s, -h ...,      s  +  S'.- s, 4- s; -h s,  +s;  + . .., 

et  à  la  limite 

A     A,  -+-  A2-f-  . . .,  a     a,  -h  a.,  -h  . .  .. 

A,  A,,  A  2,  . . .  et  a,a,}  a2,  ...  représentant  les  aires  intérieures  et  exté- 
rieures «les  ensembles  E,  E,,  E2 Ces  inégalités  se  changent,  d'ail- 
leurs, en  égalités,  si  les  ensembles  sont  quarrables. 

11.  On  peut  concevoir  une  infinité  de  décompositions  du  plan  en 
régions  élémentaires  quarrables  Aa(,  A<r2,  .  . .,  dont  le  diamètre  ne  sur- 
liasse  pas  un  nombre  donné  p.  Considérons  une  suite  quelconque  de 
décompositions  de  ce  genre,  où  p   tende  vers  zéro.    La  somme  EAo-, 


REMARQUES    SUR    LES    INTÉGRALES    DEFINIES.  '         nq 

étendue  aux  éléments  intérieurs  à  E,  aura  pour  limite  l'aire  inté- 
rieure A. 

Nous  pouvons,  en  effet,  déterminer  une  décomposition  en  carrés, 
telle  que  la  somme  S  des  aires  des  carrés  intérieurs  soit  ^>  A  —  s;  soit 
S  l'écart  des  frontières  de  E  et  de  S.  Dès  que  p  sera  devenu  <  o,  tout 
élément  A?  qui  a  un  de  ses  points  dans  S  sera  tout  entier  intérieur  à  E. 
L'aire  Zàa  contiendra  donc  l'aire  S  et  sera  >  A  —  e.  Mais,  d'autre 
part,  elle  ne  peut  surpasser  A.  En  effet,  soit  o'  l'écart  de  sa  frontière 
à   celle   de  E.    Considérons   une   autre   décomposition   en   carrés,    de 

côté  <[  7  •  Tous  ceux  de  ces  carrés  qui  ont  un  point  commun  avec 

Taire  1  Acr  seront  intérieurs  à  E.  La  somme  S'  des  carrés  intérieurs  est 
donc  >Z  As-;  mais  elle  ne  surpasse  pas  A. 

Donc  A  est  bien  la  limite  des  sommes  2  Aa\ 

On  voit  de  même  que  la  somme  D  Acr,  étendue  non  seulement  aux 
éléments  intérieurs  à  E,  mais  aussi  à  ceux  qui  rencontrent  sa  frontière, 
a  pour  limite  l'aire  extérieure  a. 

La  somme  ZA<7,  bornée  aux  éléments  frontières,  sera  donc  nulle  si 
E  est  quarrable. 

12.  Les  considérations  précédentes  sont  évidemment  applicables 
aux  ensembles  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions.  On  pourra 
déterminer  pour  chacun  d'eux  une  étendue  intérieure  et  une  étendue 
extérieure.  Si  elles  coïncident,  l'ensemble  sera  mesurable . 

13.  Nous  terminerons  ces  remarques  en  établissant  le  théorème 
suivant  : 

Soient  u,  r.  . . .  des  fonctions  des  variables  indépendantes  x,  y,  .. . 
qui  /-estent  continues  lorsque  x,  y,  ...  se  meuvent  dans  un  certain 
('//semble  E;  soit  F  l'ensemble  des  points  (*/,  r,  ...)  correspondant 
aux  divers  points  (x,y,  .  .  .)  de  E. 

i°  Si  E  est  bor/ié  et  parfait,  F  le  sera  également; 

■2°  Si  E  est  d'un  seul  tenant,  F  le  sera  également. 

Supposons,  en  effet,  que  E  soit  borné  et  parfait.  Si  F  n'était  pas 
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borné,  on  pourrai!  >  déterminer  un  point  </„  où  la  somme 

rai  plus  (grande  qu'un  nombre  donné  quelconque  L;  puis  un  autre 
point  qn  où  cette  somme  <l<i  modules  l'Ai  ^>  2L;  un  autre  point  oa,  où 

elle  lût  > 4L,  . . .  ;  un  nouveau  point  //„,  où  elle  lût  >  a*L, Soient 

/>, /> D4,  ...  les  points  correspondants  de  E.  Ils  sonl  tous  diffé- 
rents, car  t/.w  ...  n'ont  qu'un  seul  système  de  valeurs  en  chaque 
point  ilt'  F.   Leur  nombre  étant  infini,  ils  admettent  an  moins  1111  point 

limite ir,  qui  appartiendra  à  E.  La  suite  p0,  p />„.  . . .  contiendra  : 

1°  un  point  D-  tel  que  l'écart  px~  soit  moindre  qu'un  nombre  fixe 
quelconque  1:  un  point  na  tel  que  l'écarl  />.x  ~.  soit  moindre  que  j?0*rc, 

0,1; j).x  -  et  moindre  que     ;  un  point  />ï  tel  que p^tt  soil  moindre 

que  /'„~ px~  et  que  ■"- Les  points  />.<<  pa p^r  ...  conver- 
gent vers  -  :  d'ailleurs,  les  indices  a0,  a vont  en  croissant  ;  doue 

7     «  et  la  somme 

11    -+-    p|  +..., 

au  point  q%  ,  sera  an  moins  égale  à  2*L.  Il  existera  doue  dans  I']  des 
points  au><i  rapprochés  (pion  voudra  du  point  ir,  et  pour  lesquels 
//  .  ...  sera  plus  grand  que  tout  nombre  assignable.  Ce  ré- 
sultai <'>t  absurde;  soient,  en  effet,  I  .  \  .  . . .  l<is  valeurs  de  //,  c. . . .  au 
point  ir.  On  pourra,  en  vertu  de  la  continuité  admise  pour  ces  fonc- 
tions, trouver  un  nombre  t\  tel  que,  pour  tout  point  de  L  dont  l'écarl 
à  -  est  <[  Y),  //.  e.  ...  différent  de  I  .  \  .  ...  de  moins  de  e;  d'où  l'on 
déduit 

//    -f- |p| -f-...  <    U|-+-e-f-    V |  -h-  e  h-  — 

Il  reste  à  prouver  que  F  est  parlait,  c'est-à-dire  contient  son  dé- 
rivé F'.  Soit  <(  nu  point  de  F',  vers  Lequel  converge  une  suite  infinie 
y,.  ....  qn,  ...  de  points  de  F.  Soient  pn  ...,/>„,  ...  les  points  cor- 
respondants de  E.  Ils  admettent  au  moins  un  point  limite  -,  apparte- 
nant à  E.  Dans  la  suite  pti  ....  p,n  ...,  on  peut  trouver,  comme  on 
l'a  vu,  une  suite  de  points  p.x  ,  p^  ,  . . .,  p^,  . . .  qui  convergent  vers  -, 
et  où  les  indices  a0,  a,,  ...  aillent  eu  croissant.  Les  points*/^,  ..., 
(/.x  .  . . .  convergeront  vers  le  point  q' .  Mais,  en  vertu  de  la  continuité, 
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ils  doivent  converger  vers  le  point  de  F  qui  correspond  à  -.  Donc  d 
appartient  bien  à  F  et  correspondra  au  point  -rr. 

Supposons  enfin  que  E  soit  d'un  seul  tenant,  et  montrons  qu'il  en 
est  de  même  de  F. 

Soient  q  =  (u,  t>,  . . .)  et  Q  =  (U,  V,  . . .)  deux  points  quelconques 
de  F;  p  =  (#,  y,  . . .)  et  P  =  (X,  Y, . . .)  les  points  correspondants 
de  E.  On  peut  les  relier  par  une  chaîne  de  points  intermédiaires  /?,, 
p2,  . . .  tels  que  l'écart 

|  xk+i  —  xk  |  -h  \yk+t  —  yk\  -f- . . . 

de  deux  points  consécutifs 

Ph  =  \xki y h->  ■  •  •)»       Pkhi  =  (^'a+i > yk+\i  " ')> 

et  a  fortiori  chacun  des  modules 

I  xh-¥  i     xh\i       I  yk+ 1     yk\i 

soit  inférieur  à  un  nombre  donné  quelconque  yj. 

Soient  uki  pA,  ...  les  valeurs  des  fonctions  u,  r,  ...  aux  points  //,. 
yk,  .  .  ..  La  continuité  étant  uniforme,  comme  l'a  montré  M.  Liiroth, 
dans  tout  domaine  borné  et  parfait  tel  que  E,  on  peut  choisir  y]  assez 
petit  pour  que,  pour  toute  valeur  de  A,  les  modules 

I  uk\-\  —  uk\i  I  ch+\  —  Vk\i 

et  par  suite  leur  somme,  soient  moindres  qu'une  quantité  i  arbitraire- 
ment choisie.  Or  cette  somme  représente  l'écart  des  deux  points 

0*  =(«*,?*»  •••)         et         qk+l  =  (uk+nvk+.n  ...). 

Les  points  q,  qn  . . .,  Q  forment  ainsi  une  chaîne  où  l'écart  de  deux 
points  consécutifs  est  <  s.  Notre  proposition  est  donc  établie. 


IL  -   1 


NTEGRALES     DEFINIES, 


14.   Soit  f(x,  y,  . ..)  une  fonction  qui  conserve  une  valeur  bornée 
dans  l'intérieur  d'un  domaine  E,  supposé  mesurable. 

Décomposons  E  en  domaines  élémentaires  mesurables  en  e., 


8  a 


C.     JOltltAN. 


Désignons  par  M,  ///  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  / 
dans  I":  par  M*.  '>u  S()'>  maximum  ci  son  minimum  dans  rA,  ci  for- 
mons le-  sommes 


S  =  V.\I„-,.         s=2 


n>i< 


h<  *■ 


(  loin  me  <>n  a  évidemment 


m    m,     \\h     M. 


S  ci  s  seront  comprises  entre 


MV0=mk        h         ,„\r/=zmi]7 


«i  leurs  modules  seront,  au  plus,  égaux  à  LE,  L  désignant  le  plus 
grand  des  deux  modules  |M|  et  |  m  \  (ou  le  maximum  de  |  /'  |  dans  le 
domaine  E  >. 

M.  Darboux  a  montré  que,  si  l'on  l'ait  varier  la  décomposition  de 
telle  sorte  que  les  diamètres  des  éléments  tendent  vers  zéro,  S  et  f 
tendront  vers  dr^  limites  fixes. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  les  sommes  S.  Leurs  valeurs 
forment  un  ensemble  borné,  lequel  admet  un  minimum  T;  et  Ton 
pourra    déterminer    une  décomposition  particulière  A,   telle  que  la 

somme  correspondante  S,   soit  comprise   entre   T  et  X  H Soient 

e, en  les  éléments  de  celte   décomposition,  n  leur  nombre,  on 

aura 


i: 


A  5 


2m,/v, 


Soit  A  une  autre  décomposition  quelconque;  nous  y  distinguerons 
deux  sortes  d'éléments  :  i°  ceux  qui  sont  contenus  en  entier  dans  l'un 
des  éléments  cn  c,n  . . .,  tel  que  cA;  nous  les  désignerons  par  <?A|,  . .  . , 
ehi<i  ...  ;  2°  ceux  qui  empiètent  sur  plusieurs  des  éléments  e{ ,  e2,  ...  ;  dé- 
signons-les par  e\,  ..,,  e'n  . ...  Soient  enfin  Mkh  M',  les  maxima  de  / 
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dans  rhh  et\  on  aura  évidemment 

ma>/>/,      m^ma,      m;^m, 

k,i  l  k- 

et  enfin,  pour  la  somme  S  correspondante  à  la  décomposition  A. 

i,k  l 

A-     *  i 

D'autre  part,  T  étant  le  minimum  des  sommes  S,  on  aura 

De  ces  deux  inégalités  résulte  immédiatement  la  preuve  que,  si  le 
diamètre  des  éléments  tend  vers  zéro,  S  tend  vers  T.  En  effet,  les  do- 
maines e{ e„  étant  mesurables,  la  différence  entre  eh  et  la  somme 

2,  <'ki  (l("s  nouveaux  éléments  cpii  lui  sont  intérieurs  tend  vers  zéro 

avec  le  diamètre  de  ces  éléments.  On  pourra  donc,  après  avoir  choisi  £ 
à  volonté,  ce  qui  fixera  le  nombre  />,  assigner  un  nombre  o  tel  que,  si 
tous  les  éléments  ont  un  diamètre  <  o,  chacune  des  //  sommes 

i 

devienne  moindre  que 


2  n  (  M  —  m  ) 
Dès  lors,  S  sera  compris  entre  T  et  T  h-  t. 
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Ce  nombre  lixe  I  limS  s»*  nomme  l1 'intégrale  par  excès  de  La 
fonction  f\  ar,  K»  •••)  ('a"s  l'intérieur  de  E. 

<  >n  démontre  de  même  que  les  sommes  s  tendent  vers  leur  maxi- 
mum /.  qui  scia  Vintêgrale  /><//■  défaut  de  /\  ./•,  r,  . . .). 

<  >u  a  évidemment  I  t.  Si  T  /,  la  fonction  sera  intégrable,  e1 
T  =  /  sera  son  intégrale,  laquelle  pourra  être  représentée  par  la  nota- 
lion  Sj  / 1  ' . y.  ...  Wc. 

15.  Si  l'on  partage  E  en  plusieurs  domaines  mesurables  En  Ea 

rintégrale,  soil  par  excès,  >< >i t  par  défaut,  prise  dans  E,  sera  évidem- 
ment la  somme  des  intégrales  prises  dans  ces  domaines  partiels. 

Non-  avons  vu,  d'ailleurs,  qu'on  peut  déterminer  une  suite  de  do- 
maines mesurables  E, E„,  ...  dont  chacun  soit  intérieur  au  sui- 

\aui  et  à  E,  et  dont  les  étendues  aient  pour  limite  l'étendue  de  E.  L'in- 
tégrale (par  excès  ou  par  défaut)  prise  dans  E  sera  la  limite  vers 
laquelle  tend,  pour  //  »,  l'intégrale  prise  dans  K„;  car  la  différence 
des  deux  intégrales  est   égale  à  l'intégrale   prise   dans  le   domaine 

E—  E„,  et  son  module,   ne  pouvant   surpasser  L(  E—  E„),    lend  vers 

zéro  quand  //  tend  vers  ^c. 

M».  Nous  axons  admis,  jusqu'à  présent,  que  le  domaine  E  est  me- 
surable. Nous  pouvons  maintenant  supprimer  celle  restriction.  On 
peut,  en  effet,  le  considérer  comme  limiie  d'une  suite  de  domaines 

mesurables  E, E„,  ...  dont  les  ('tendues  convergent  vers   une 

limite  qui,  par  définition,  est  l'étendue  intérieure  de  E.  L'intégrale 
i  par  excès  ou  par  défaut)  prise  dans  E„  lend  vers  une  limite;  car  la 
différence  entre  les  intégrales  prises  dans  Efl  et  Ea+/,  a  son  module  au 
plus  égal  à 

L(E-+,-EO<L(E-E.), 

et  tend  vers  zéro  pour  //  =  ce.  Nous  considérerons  cette  limite  de  l'inté- 
grale prise  dans  En  comme  représentant  la  valeur  de  l'intégrale  dans  E. 

17.  Si  une  fonction  /(#,  >'<  •  • .)  de  n  variables  est  intégrable  clans 
un  domaine  E.  df étendue  mesurable,  le  calcul  de  l'intégrale  multiple 

I  =SE/(a?,y,  ...)de 
se  ramènera  à  celui  de  n  intégrales  simples  successives. 
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Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  n  =  i  clans  la  démonstra- 
tion. Le  champ  E  sera  représenté  géométriquement  par  un  ensemble 
de  points  (x,y)  situés  dans  un  plan. 

Les  valeurs  de  y,  auxquelles  correspondent  des  points  de  E,  for- 
ment un  ensemble  borné  F.  Soit  Y]  Tune  d'elles;  les  valeurs  de./;  qui, 
associées  à  y],  donnent  des  points  de  E,  forment  un  ensemble  borné  (  iv 
Nous  ne  pouvons  pas  affirmer  que  G^  ait  une  longueur  mesurable,  ni 
que  la  fonction  /(.x-,  yj )  y  soit  intégrable;  mais  cette  fonction  étant 
bornée,  on  pourra  toujours  déterminer  dans  l'intérieur  de  Gri  son  in- 
tégrale par  excès  et  son  intégrale  par  défaut.  Ce  seront  des  fonctions 
de  yj,  ipie  nous  pourrons  désigner  par  J(yj)  et  /(y]),  et  qui  sont  bor- 
nées flans  le  domaine  F.  Nous  pourrons  donc  déterminer  dans  l'inté- 
rieur de  F  :  i°  l'intégrale  par  excès  de  J(yj),  que  nous  désignerons 
par  K;  i°  l'intégrale  par  défaut  dey'(^),  que  nous  désignerons  par  k. 
Gomme  on  a  évidemment  J(y\)>J (?])■>  k  sera  au  plus  égal  à  l'intégrale 
par  défaut  de  J(yj)  et  a  fortiori  au  plus  égal  à  K. 

Nous  allons  montrer,  d'autre  part,  que  K  est  au  plus  égal  à  l'inté- 
grale double  1.  Pour  cela,  décomposons  le  plan  en  rectangles  infini- 
ment petils  par  des  parallèles  aux  fixes.  Celui  de  ces  rectangles  qui  est 
limité  par  les  droites  x  —  xh  x  =  Xi~\-  dxh  y  =  yk,  y  =  yk  +  dyk  a 
pour  aire  dxtdyk\  nous  le  désignerons  par  eik,  s'il  est  tout  entier  inté- 
rieur à  E,  par  e'ik  s'il  contient  un  point  de  la  frontière  de  E.  Dans  cha- 
cun  des  rectangles  eik,  la  fonction/^ a?, y)  admettra  un  certain  maxi- 
mum M,A,  et  dans  la  portion  des  rectangles  éih  qui  appartient  à  E  elle 
ne  pourra  surpasser  un  nombre  fixe  M,  égal  au  maximum  de /(•/:, y) 
dans  le  domaine  E. 

L'ensemble  G^  est  formé  par  les  points  communs  à  E  et  à  la 
droitey  =  yj.  Les  parallèles  aux  x  que  nous  avons  tracées  décompo- 
sent cette  droite  en  segments  et  l'intégrale  J^yj)  est  égale  à  la  somme 
des  intégrales  partielles  prises  dans  l'intérieur  des  portions  communes 
à  ces  divers  segments  et  à  E. 

Supposons  Y]  compris  entre  yk  et  yk-\-  dyk,  k  ayant  une  valeur  dé- 
terminée. Soit  cik  l'un  des  rectangles  intérieurs  à  E  compris  entre  les 
droites  y  =  yk  et  y  =  yk-t-  dyk.  Le  segment  de  la  droite  y  =  r\  con- 
tenu dans  ce  rectangle  a  pour  longueur  dx{  et  se  trouve  en  entier 

Journ.  de  Math.  {\°  série  ,  tome  VIII.    -   Fasc.  I,   1892.  1- 
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dans  I'.:  d'ailleurs,  la  fonction  l\  a?,  \)  en  chaque  point  de  ce  segmenl 
a  une  valeur  au  plus  égale  à  M,-A.  La  valeur  de  l'intégrale  correspon- 
dante ne  peu!  donc  surpasser  M(/,  <lr,. 

Soit,  d'autre  pari,  e'it  un  des  rectangles  compris  entre  \  Yk  rl 
I  )  h dy^  qui  rencontrenl  la  frontière  de  Ë.  La  longueur  (inté- 
rieure)  de  la  portion  de  la  droite  y  r\  commune  à  ce  segmenl  el  à  E 
ne  peul  surpasser  «te/;  la  valeur  delà  fonctionna?,  y)  en  chacun  de 
ses  points  ne  peul  surpasser  M;  la  valeur  de  l'intégrale  correspondante 
ne  peul  surpasser  M  dx(. 

Donc  la  valeur  de  J( Y))  ne  pourra  surpasser  la  quantité 

^      Vm.a,/.iv4.m  Y,/.,.. 

la  première  somme  s'étcndanl  à  ceux  des  rectangles  <?,*,  el  la  seconde 
à  ceux  des  rectangles e'lk,  <>ù  /,  a  la  valeur  constante  que  nous  avons 
supposée. 

Si  donc  nous  désignons  par  1/,  la  valeur  de  l'intégrale  par  excès 
de  ■'<  »]  i  dans  l'intervalle  de  r\       \~,,  à  y]       rA  h  /'/r/,,  on  aura 

I,    y-kdyk    ^  M ,//',/,  4-  M  ^'V 

Chacun  des  éléments  qVj  intérieurs  à  F  donne  nue  relation  de  ce 
genre.  Sommanl  les  inégalités  obtenues,  il  viendra 

On  remarquera  que  dans  la  première  somme  du  second  membre  fi- 
gurent tons  les  rectangles  cik  intérieurs  à  E,  car  tonte  parallèle  aux  ./• 
qui  coupe  un  de  ces  rectangles  on  passe  à  nue  distance  de  son  contour 
inférieure  à  l'écart  de  ce  contour  à  la  frontière  de  E  a  nécessairement 
des  points  communs  avec  ce  domaine.  Au  contraire,  quelques-uns  des 
rectangles  frontières  e'ih  pourront  manquer  dans  la  seconde  somme. 

Passons  maintenant   à  la  limite,  en  supposant  que  les  dimensions 
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des  rectangles  décroissent  indéfiniment.  Le  premier  membre  aura  évi- 
demment pour  limite  l'intégrale  K.  La  première  somme  du  second 
membre  aura  pour  limite  l'intégrale  double  SEf(x,y)de,  prise  par 
excès.  La  seconde  a  pour  limite  zéro,  si  E  est  mesurable,  comme  nous 
l'avons  supposé;  car  la  somme  totale  des  aires  des  rectangles  frontières 

tend  vers  zéro,  cl,  à  plus  forte  raison,  la  somme  \  e'ik,  si  celle-ci  ne 

1  k 

s'étend  qu'à  une  partie  de  ces  rectangles. 

Nous  voyons  ainsi  que  l'intégrale  K  est  au  plus  égale  à  l'intégrale 
double  Se/(xiy)  de,  prise  par  excès. 

On  démontrerait,  parmi  raisonnement  tout  semblable,  que  l'inté- 
grale k  esl  au  moins  égale  à  celte  même  intégrale  double  prise  par  dé- 
tail l. 

Jusqu'à  présent  nous  n'avons  fait  aucun  usage  de  l'hypothèse  que  la 
fonction  /( x, y)  est  intégrable.  S'il  en  est  ainsi,  les  deux  intégrales 
doubles,  par  excès  et  par  défaut,  coïncident  entre  elles,  et,  par  suite, 
avec  les  intégrales  K  et  k.  Or  chacune  de  celles-ci  peut  se  calculer  par 
deux  intégrations  simples,  effectuées  successivement  (  '  >. 

18.  Soit  /(■*-',  y)  une  fonction  définie  dans  tout  l'intérieur  d'un 
domaine  E  et  qui  reste  bornée  dans  tout  domaine  D  mesurable  et  par- 
fait contenu  dans  cet  intérieur,  sans  toutefois  jouir  de  cette  propriété 
dans  tout  l'intérieur  de  E.  Cette  fonction  admettra  dans  1.)  une  inté- 
grale par  excès  et  une  intégrale  par  défaut,  que  nous  représenterons 
respectivement  par  S^fde  et  SI/ de,  ou,  plus  simplement,  par  S,1,,  Si;. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  par  excès  S^.  Si  nous  faisons 
varier  le  domaine  D  d'une  manière  quelconque,  mais  de  telle  sorte 

(')  La  démonstration  ci-dessus  suppose  que  le  domaine  E  est  mesurable.  S'il 
ne  l'était  pas,  la  proposition  à  établir  pourrait  se  trouver  en  défaut.  Supposons, 
par  exemple,  que  E  soit  constitué  par  les  points  où  y>o<i  et  .#>o<  i,  si  y  est 
rationnel  ou  x^oz. — l>  si  y  est  irrationnel,  et  prenons  pour  fonction  à  intégrer 
une  constante  c.  L'intégrale  double  SEc  dx  dy  sera  nulle,  car  l'aire  intérieure 
de  E  est  évidemment  nulle.  Mais,  d'autre  part,  les  domaines  Gri  et  F  ayant  une 
longueur  égale  à  i,  on  aura 


/   drt    j    c  dx  =  i 

-F  -Air,  Jy 


c  drt  —  c. 
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que  son  aire  ail  pour  limite  l'aire  intérieure  de  E,  il  pourra  arriverque 
l'intégrale  S,',  tende  vers  une  limite  déterminée.  Nous  dirons  dans  ce 
cas  que  cette  limite  esi  l'intégrale  par  excès  de  /"  dans  le  domaine  E, 
el  nous  la  représenterons  pai   S,1. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  limite  existe  esi 
que  l'intégrale  S,',  tende  mus  zéro  lorsque  I>  varie  d'une  manière 
quelconque  de  telle  sorte  que  son  aire  tende  vers  zéro  :  autrement 
dii  <|u'à  tout  nombre  positif  i  on  puisse  taire  correspondre  un  autre 
nombre  8  tel,  que  pour  tout  domaine  I  h  borné,  parla  il  et  intérieure  E  ) 
d'aire  moindre  que  o,  on  ait 


et,  par  suite, 

S'  —  S'  —  S'       S' 

|S;-St|   |Sil  h|SH<at, 

ce  qui  prouve  l'existence  de  la  limite  S,'. 

Réciproquement,  supposons  la  condition  non  satisfaite.  Il  existera 
une  quantité  £  pour  laquelle  on  pourra  déterminer  un  domaine  d,  d',aire 
inférieure  à  une  quantité  quelconque  S  et  tel  que  l'intégrale  S,',  ail  son 

module  >  £. 

Soil  D  un  domaine  mesurable  et  parfait  contenant  <l,  intérieur  à  E 
et  tel  que  E  —  1  >  soil  moindre  que  o.  Si  nous  enlevons  du  domaine  D 
les  points  intérieurs  à  d,  nous  obtiendrons  un  nouveau  domaine 
I) '  =  D  —  d  dont  Taire  D'  sera  >>  E  —  20.  Les  deux  aires  D  et  D' ten- 
dront toutes  deux  vers  E  si  Ton  fait  décroître  0;  mais  la  différence  des 
intégrales  correspondantes 

S1  —  S'  —  S1 
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aura  son  module  au  moins  égal  à  e.  Donc  la  limite  Sp  n'existera  pas. 
Des  considérations  toutes  semblables  s'appliquent  à  l'intégrale  par 
défaut  Sj;.  Lorsque  D  tend  vers  E,  elle  pourra  tendre  vers  une  limite 
fixe  S|;  et  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soif  ainsi 
est  qu'on  ait 

limSo=  o. 

lorsque  Taire  D  tend  vers  zéro. 

19.   Les  deux  intégrales 

Si/de,         Si/de 

sont,  par  définition,  les  limites  des  sommes 

2  M*  dek,        ^mkdek, 

1)  D 

où  MA,  mk  sont  le  maximum  et  le  minimum  de  f  dans  l'élément  infi- 
niment petit  dch.  Le  maximum  LA  du  module  de/  dans  cet  élément 
sera  la  plus  grande  des  deux  quantités  |MA|,  \mk\\  on  aura  donc 

\2Mkdek\^I,Lkdeki 

\I>mkdek\^LLkdek, 
et  en  passant  à  la  limite 

|Si£Si|/|«fe,         \S^Sî>\f\de. 
Si  donc,  lorsque  I)  tend  vers  zéro,  on  a 

(i)  limS;|/|afe  =  o, 

on  aura  a  fortiori, 

(  2  )  lim  Sô  =  o,         limS,",  =  o, 

et  les  deux  limites  SF,  Se  seront  déterminées. 
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*1()    \«Hiv  allons  voir  que,  réciproquement ,  les  conditions  (2)  entrai 
nenl  comme  conséquence  nécessaire  la  relation  (  1  ). 

Soil  en  cffel  /',  une  fonction  égale  à  /  quand  /'  esl  positif,  et  à 
ïéro  quand  /'  esl  nul  ou  négatif;  on  aura  par  hypothèse,  pour  toul 
champ  I  )  d'aire  inférieure  à  un  certain  nombre  0, 

et  cette  relation  devra  Bubsister  pour  toul  champ  I),  contenu  dans  D. 
<  )n  en  conclut  aisément  que  l'intégrale 

Si/,  de 
ne  peul  surpasser  t. 

Décomposons  en  eflel  le  champ  D  «m  éléments  <lch  Infiniment  pe- 
tits; soient  MA  le  maximum  de  y,  M|A  celui  de  /,  dans  l'élémenl  dek. 
On  peut  prendre  les  éléments  assez  petits  pour  «pu'  la  différence 
entre  les  sommes 

SM,cfeA,     ï  M ,,,'/'', 

el   leurs  niminia 

%/de,     S,1,/,  de 

soil  moindre  qu  un  nombre  arbitraire  y\. 

Il  en  sera  ainsi  a  fortiori  si  les  sommes  et  les  intégrales  ci-dessus 
sont  restreintes  à  une  portion  des  éléments  dek. 

Or  M,  k  est  égala  M*  dans  toul  élément  où /prend  des  valeurs  po- 
sitives, égal  a  zéro  dans  les  autres;  on  aura  donc,  en  désignant  par  I), 
l'ensemble  des  éléments  de  la  première  sorte, 

Si/  de     V  M  (  ;  deh    V  MkdeA    S  \Jde  +  rt  =  s  4-  y] 

it  d, 

el .  en  faisant  tendre  r\  vers  zéro. 

Si/i  de^t. 
Remarquons  en  second  lieu  que,  le  maximum  de  /dans  un  ensemble 
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quelconque  étant  égal  et  de  signe  contraire  au  minimum  de/,  on  a 
§lf  de  =  -%(-/)  de. 

Par  hypothèse,  le  premier  membre  tend  vers  zéro  en  même  temps 

que  Taire  de  D  :  il  en  est  doue  de  même  du  second;  et  si  f2  désigne 
une  fonction  égale  à  —  /  lorsque  —  /  est  positif,  à  zéro  clans  le  eas 
contraire,  on  aura,  d'après  ee  qui  précède, 

Cela  posé,  on  a  évidemment 

1/1  =  /.+/.- 

Le  maximum  de  |/|  dans  un  ensemble  quelconque  est  donc  au  pins 
égal  à  la  somme  des  maxima  de  /,  et  de  f.2  ;  on  a,  par  suite, 

s£  l/l  d('  < s.'/.  de  -h  ^lf,d(>~  'ii. 
Donc  si  D  tend  vers  zéro,  on  aura 

liinS,'  [/]  de  —-  o. 
Nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  les  intégrales,  par  excès  et  par  défaut,  de  la  fouet  ion  f 
dans  le  domaine  E  soient  déterminées  toutes  deux,  il  faut  et  il 
xujjit  que  l'intégrale  par  excès  de  \f\  dans  ee  même  domaine  soit 
déterminée. 

On  remarquera  (pie  dans  ce  cas  l'intégrale  par  défaut  de  \f\  dans  E 
est  également  déterminée.  En  effet,  l'intégrale  par  défaut 

%\f\de 

a  tous  ses  éléments  positifs  ou  nuls  et  au  plus  égaux  à  ceux  de  l'inté- 
grale par  excès  S„  l/l  de;  elle  tendra  donc  vers  zéro  en  même  temps 
que  cette  dernière,  si  D  tend  vers  zéro. 
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'21.  Soient  Dn  D8 D,  une  Bérie  déterminée,  mais  susceptible 

d'être  choisie  à  volonté,  de  domaines  successifs  (  mesurables,  parfaits  el 
intérieurs  à  E)  tels  que  chacun  deux  contienne  le  précédent  <M  *  |  *  i  «  * 
l'écart  maximum  des  points  de  la  frontière  de  l)„  à  la  frontière  <l<'  E 
tende  vers  zéro,  quand  //  tend  vers  x  ;  I  intégrale 

s;,    y  de, 

sera  positive  »i  croîtra  avec  //.  Si  elle  tend  versoo  en  même  temps 
que  //.  l'intégrale  S,'  /  de  ne  pourra  être  finie  <'i  déterminée.  Dans  le 
cas  contraire,  ''Ile  tendra  vers  une  limite  finie  \,  qui  sera  la  valeur  de 
l'intégrale  SJ    f  de. 

En  effet,  Boil  l>  un  domaine  quelconque  (  mesurable,  parfait  <'i  inté- 
rieur à  E),  dont  l'aire  soit  >  E  8.11  existe  dans  la  suite  D,,..., 
I  )„.  ...  un  domaine  1  >,„  contenant  en  en  lier  D,  el  l'on  aura 

s;,/  de    S/,  /  de     \. 

Posons,  d'autre  part . 

>,',     /'  de      A       z„ 

o\  désignons  par  u.„  le  maximum  de   /    dans  D«. 

Désignons  par  d  l'ensemble  «1rs  points  <l<'  I  >„  (|iii  n'appartiennent 
pas  à  D  ;  l'aire  de  cet  ensemble  sera  moindre  que  E  —  1)  et  a  fortiori 
moindre  que  ô.  (  lela  posé,  on  aura 

Si  /  de    Si.|/|«fe-Si|/|«fe 
>  À  -  zn  —  (1B0. 

En  prenant  n  suffisamment  grand,  puis  o  suffisamment  petit,  nous 
pourrons  rendre  plus  petits  que  toute  quantité  donnée,  d'abord  iin 
puis  [xBô.  <  )n  aura  donc 

limS,1,  J/|  de  =  A, 

5=0 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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22.  Soient  enfin  E  un  domaine  qui  ne  soit  pas  borné  ;/( x,  y)  une 
fonction  définie  dans  ce  domaine,  laquelle  admette,  clans  tout  do- 
maine A  borné  et  intérieur  à  E,  une  intégrale  par  excès  S  À,  ou  une 
intégrale  par  défaut  SA. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  qu'on  ait 

lirnSô^o         ou         limSo  =  o 

I)  =  0  1)  =  0 

pour  tout  domaine  infiniment  petit  D  intérieur  à  A.  Et  si  ces  deux  con- 
ditions sont  satisfaites  à  la  fois,  elles  équivaudront  à  celle-ci  : 

\imSl\f\de  =  o. 

b  =  o 

Soit  R  l'écart  minimum  des  points  de  E  non  contenus  dans  A  à  un 
point  fixe,  l'origine  des  coordonnées,  si  l'on  veut.  Faisons  varier  A,  de 
telle  sorte  que  R  tende  vers  co;  si  l'intégrale  S±fde,  par  exemple, 
tend  vers  une  limite  fixe,  cette  limite  se  nommera  Vintégrale  par 
excès  de /dans  le  domaine  E,  et  se  représentera  par  S$fde. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'intégrale 

S&fde 

tende  vers  zéro,  si  l'on  fait  varier  A  de  telle  sorte  que  son  écart  à  l'ori- 
gine tende  vers  oo. 

En  effet,  supposons  cette  condition  remplie.  Soient  A  et  A'  deux  do- 
maines quelconques  contenant  tous  les  points  de  E  dont  l'écart  à  l'ori- 
gine est  <  R;  soient  d  l'ensemble  des  points  de  A  qui  n'appartiennent 
pas  à  A';  d'  celui  des  points  de  A'  qui  n'appartiennent  pas  à  A;  on  aura 
évidemment 

ci        ci, c       ci 

et  les  deux  termes  du  second  membre  tendent  vers  zéro  pour  R  =  oc. 
Supposons,  au  contraire,  que  cette  condition  ne  soit  pas  remplie. 

Journ,  de  Math.  (4"  série),  tome  VIII.—  Fasc.  I,  1892.  '«J 
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On  pourra  déterminer  an  nombre  s.  te]  <|ifil  existe  un  domaine  <L  me- 
surable, borné  <'i  parfait  donl  l'écart  à  L'origine  soit  plus  grand  que 
toute  quantité  donnée,  e1  pour  lequel  L'intégrale  S^fde  ait  son  mo- 
dule >  £. 

Cela  posé,  soient 

A  un  domaine  quelconque  : 

lî  Pécari  minimum  des  points  de  E  qui  n'appartiennent  pas  à  A  à 

L'origine  ; 
p  L'écart  maximum  «les  points  de  A  à  (  elle  même  origine. 

On  peut,  quels  «pie  soient  H  el  p,  déterminer  d  «le  telle  sorte  que  sou 
écart  à  l'origine  surpasse  p,  Gela  posé,  les  intégrales  prises  dans  les 
deux  domaines  A  et  A  -h  <l  différeronl  <1«'  plus  de  e,  bien  que  chacun 
d'eux  contienne  tous  les  points  de  E  dont  l'écart  à  L'origine  est  ■<  I». 
L'intégrale  S^  ne  peut  donc  tendre  vers  nue  limite  déterminée  pour 
Il  =  ». 

Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  aux  Intégrales  par  défaut . 

On  peu!  enfin  s'assurer,  par  des  considérations  toutes  semblables  à 
celles  des  n""  lï)  à  *2 1 .  que,  pour  que  les  intégrales  par  excès  et  par  dé- 
faut soient  toutes  les  deux  déterminées,  il  faut  et  il  suffit  que  l'inté- 
grale par  excès  du  module  de  /  soit  finie. 


III. 


Changements  i>e  variables. 


25.  Soient  x,  y  et  //,  e  deu\  couples  de  variables,  liées  par  les 
relations 

ar  =  ç(«,p),         7  =  9,0, p). 

Nous  supposerons  que  pour  tous  les  points  (u,  v)  d'un  domaine  E  : 
i°  les  dérivées  partielles  de  o,  o,  restent  continues;  i°  leur  jacobien  .1 
reste  différent  de  zéro;  3°  à  deux  points  (u,  v)  distincts  correspondent 
toujours  deux  points  (a?,  y)  également  distincts. 

A  l'ensemble   E  des  points  (u,  v)  correspondra   pour  les   points 
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(oc,  y)  un  ensemble  E';  et  si  (u,  v)  décrit  un  ensemble  parfait  E,  d'é- 
tendue mesurable,  et  intérieur  à  E,  (oc,  y)  décrira  un  ensemble  par- 
fait E'(,  intérieur  à  E'. 

Soient  maintenant  (u,  v)  un  point  de  E,  ;  (u  +  du,  v  -h  dv)  —  (U,  V) 
un  point  infiniment  voisin  ;  (x,  y)  et  (x  -+-  Ax,  y  -h  Ay)  =  (X,  Y)  les 
points  correspondants;  on  aura 

Ax=^(/«-f-p dv  -h  R du  -h  R,  dv 
ou  ov 

=  dx  -h  Rdu  h-  R,  dv, 

^y  =  ^J  du  +^dv-h  R,  du  -+-  \\3  dv 

y  ou  Ov  -  J 

=  dy  -+-  il.  du  -h  R3  d\ -, 

R,  R,,  R2,  R3  tendant  uniformément  vers  zéro  avec  du,  dv  dans  tout 
le  domaine  E, .  Si  donc  \du\  et  \d»\  restent  au-dessous  d'un  nombre 
fixe  r  convenablement  clioisi, 

|  R  du  -h  R,  dv  |     et     |  R8  du  +  R3  dv  \ 

seront  moindres  que  z  [J  du  |  -t-  |  ^  |  ] . 
Posons 

ds2  =  <iw2  -h  de2,  A?2  =  Ax2  H-  Ay2,  c?ct2  —  f/x2  h-  t/y2  ; 

-r-  sera  dans  E,  une  fonction  continue  de  u,  v,  du,  dv,  homogène  et  de 

degré  zéro  par  rapport  à  ces  dernières  quantités  et  toujours  positive. 
Elle  admettra  donc  un  maximum  M  et  un  minimum  m  tous  deux  po- 
sitifs. 

D'autre  part,  Aa  —  d?  est  au  plus  égal  à  la  distance  des  points 
(x  -+-  \x,y  -+-  Ay)  et  (x  -h  dx,y  -f-  dy)  laquelle  est  elle-même  au  plus 
égale  à  la  somme  de  ses  projections  |  R  du  -+-  R<  dv  (  et  |  R, du  -+-  R3 dv  | , 
quantité  <  1 1  [ |  du  |  ■+-  \  dv  J  ]  <  L\  £  ds. 

L\-;         ch         b.a  —  du  ,  .  .  , 

e  rapport -7-  =  -r-  H -i — sera  donc  toujours  compris  entre  les 

deux  nombres  fixes  M  h-  4 £  et  m  —  4£- 
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Cela  posé,  admettons  que  If  point  (U,  V)  décrive  un  carré  Q  de 
côté  infiniment  petit  p  contenant  le  point  (k,  p).  Le  point 

(a?  -+-  dx,  y  -h  dy) 

décrira,  comme  on  sait,  un  parallélogramme  P  d'aire  |  J  |  p-  et  dont  le 
périmètre  p  sera  moindre  que  {M  -+-  40  \p.  Quant  au  point 

(X,Y)  =  (x-hte,y  +  *y), 

sa  distance  au  précédenl  ne  pourra  surpasser  2  z  |  j  <lu  \  -+-  \  dv  1 1 ,  quan- 
tité dont  le  maximum  est  \  ip. 

Si  donc  on  construit  deux  nouveaux  parallélogrammes  P'  et  P", 
l'un  intérieur,  l'autre  extérieur  à  1*  el  donl  les  côtés  soient  distants  de 
ceux  de  P  de  la  quantité  Jep,  la  région  \\  décrite  par  le  point  <  \.  ï  ) 
contiendra  P',  mais  sera  contenue  dans  P".  Or  la  différence  des  aires 
de  P  et  de  P' est  évidemment  égale  à  ^.[ip.p  et  par  suite  moindre 
que  (  M  -h  /|£)3i>£p2.  Donc  Taire  |  extérieure  ou  intérieure  (')]  de  R  est 
égale  à  [|  J  |  -+-  s'jp2,  e'  étant  un  infiniment  petit,  moindre  (pic 

I  M -h  ie)326. 

Il  résulte  de  là  que  le  domaine  E'(  décrit  par  (X,  1  )  lorsque  il  .  \  > 
décrit  le  domaine  E,  est  quarrable.  En  effet,  E,  l'étant,  par  hypothèse, 
la  somme  des  aires  des  carrés  Q  de  côté  infiniment  petit  p  qui  rencon- 
trent sa  frontière  F  sera  infiniment  petite.  A  chacun  d'eux  correspond 
un  parallélogramme  P",  d'aire  [|  J  |  H-  1']  p2  =  [|  J  j  4-  e']Q.  L'ensemble 
de  ces  parallélogrammes  P"  formera  un  domaine  parfait  enveloppa  ni 
la  frontière  F'  de  E',  et  dont  l'aire  sera  au  plus  égale  à  la  somme  des 
aires  des  parallélogrammes  P"  (ceux-ci  peuvent  empiéter  les  uns  sur 
les  autres).  En  désignant  donc  par  [/.  le  maximum  de  [  J  |  dans  E, ,  on 


(l)  Ces  deux  aires  sont  égales,  mais  nous  ne  l'avons  pas  encore  établi. 
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aura  évidemment 

2P*<[f*-KM-h4032e]2Q, 

quantité  qui  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  J^  Q. 

24.  Soit  maintenant  f(x,  y)  une  fonction  de  x,y,  bornée  dans  le 
domaine  E't.  Posons  /(cp,  çt)  =  F(w,  p).  L'intégrale,  soit  par  excès, 
soit  par  défaut,  de  f(x,y)  dans  le  domaine  E'(  sera  égale  à  l'intégrale 
correspondante  de  F(w,  p)  |  J  |  dans  le  domaine  E, . 

En  effet,  décomposons  le  plan  des  u,  v  en  carrés  de  côté  p  infiniment 
petits;  soient  QA.  l'un  de  ces  carrés  intérieur  à  E,,  RA  l'élément  cor- 
respondant de  E'(  et  considérons,  par  exemple,  les  intégrales  par  excès. 
Soient  Mk  le  maximum  de  F(«,  p)|J|  dans  QA;  M*  celui  def(x,y) 
dans  RA.  Il  nous  faut  montrer  que  les  deux  sommes 

2M*Q*>  2M*R* 

ont  même  limite. 

Or,  soit  ik  la  valeur  de  J  en  un  point  (uk,  vk)  choisi  arbitrairement 
dans  le  carré  QA,  on  aura,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut, 

r*=[|j*i+«;]Qa, 

ik  étant  moindre  que  (M  -h  \i)  32 1. 

D'autre  part,  le  maximum  de  F(w,  p)  —f^x^y)  dans  Qk  est  évidem- 
ment MA;  et  celui  de  F(w,  p)  |  J  |  est  égal  à  M^vA,  v  étant  une  quantité 
intermédiaire  entre  le  maximum  N*  et  le  minimum  nk  de  |  J  |  dans  QA. 
D'ailleurs  |J|  étant  continu  dans  E,,  on  pourra  choisir  p  assez  petit 
pour  que  la  différence  des  quantités  N*,  nk1  et  a  fortiori  celle  des 
quantités  v*  et  |  JA|,  soit  moindre  qu'une  quantité  arbitraire  t". 

Cela  posé,  on  aura 

2m;r*-2m,qa, 

2[|J*l  +  «i-vJMiQâ. 
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Or,  si  c  tend  vers  zéro,  |J*|  — v*  el  £A  tendenl  uniformément  vers 
zéro,    M .   reste  au-dessous  d'une  limite  fixe  ;  enfin  zl  Q»  a  pour  limite 

l'aire  de  E,.  Donc  la  différence  tend  bien  vers  zéro. 

Nous  axons  admis  jusqu'à  présent  que,  dans  i ou i  l'intérieur  de  Ë, 
les  dérivées  partielles  de  »,  9,  restent  continues,  el  que  leur  jacobien 
n'est  pas  nul.  Supposons  maintenant  que  ces  conditions  cessent  d'être 
satisfaites  en  certains  points  de  E,  mais  que  l'ensemble  des  points 
de  E  qui  correspondent  à  ces  points  d'exception  ait  une  aire  nulle. 
On  pourra,  quel  que  soit  0,  déterminer  un  domaine  F'  d'aire  moindre 
que  c.  et  renfermant  à  son  intérieur  tous  les  points  de  ce  dernier  en- 
semble. 

Soit  (i(  le  domaine  obtenu  en  ùtanl  de  E'(  tous  les  points  intérieurs 
à  F'.  Le  théorème  sera  applicable  au  domaine  G',;  on  aura  donc,  en 
désignant  par  (i,  le  domaine  décrit  par  (  //,  e),  lorsque  (x,y)  dé- 
crit G',, 

S6«  /<  •''•  y  1  '/■''  <ty     SGl  F(  //,  c  >  |  .1 1  du  dv. 

Supposons  que  Ton  fasse  décroître  indéfiniment  le  domaine  F;  (i,  el 
(i(  tendront  respectivement  vers  E,  el  E',  ;  et,  si  la  fonction  /  est 
bornée,  comme  on  l'a  supposé,  dans  le  domaine  E'4,  lui-même  borné,  le 
premier  membre  tendra  vers  la  limite  (ixe  S^/dxdy.  Le  second 
membre  tendra  donc  vers  la  même  limite,  et  l'on  aura 

S*  /(a?,  y)  dx  dy  —  SBi  F(«,  v)  |  J  |  du  dv. 

Faisons  enfin  tendre  E',  vers  E, .  Si  le  premier  membre  de  cette  égalité 
tend  vers  une  limite  fixe,  qui  sera,  par  définition,  SE,f(x,  y)  dxdy,  le 
second  membre  tendra  de  même  vers  une  limite  lix.e,  et  Ton  aura 

§Ef(x,  y)  dx  dy  =  SEF(w,  v)  \J\dudv. 

En  résumé,  pour  que  cette  formule  de  transformation  soit  appli- 
cable, il  suffit,  comme  on  le  voit  : 

i°  Qu'à  chaque  point  (x,  y)  corresponde  un  seul  point  (w,  c),  et 
réciproquement; 
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2°  Que  les  dérivées  de  cp,  cp,  soient  généralement  continues  et  le  ja- 
cobien  J  généralement  différent  de  zéro,  l'ensemble  des  points  de  E' 
qui  pourraient  faire  exception  à  cette  règle  ayant  une  aire  nulle; 

3°  Que  l'intégrale  à  transformer  SF.  f(x,  y)dxdy  ait  une  valeur 
finie  et  déterminée. 
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Essai  sur  l'étude  des  fonctions  données 
par  leur  développement  de  Tayior  ; 

Par  M.  J.  HADAMARD, 

Ancien    élève   de   l'École   Normale   supérieure. 


INTRODUCTION. 

Le  développement  de  Tayior  rend  d'importants  services  aux  ma- 
thématiciens, en  raison  de  sa  grande  généralité.  Lui  seul,  en  effet, 
permet  de  représenter  une  fonction  analytique  quelconque,  à  certains 
cas  singuliers  près. 

Depuis  les  travaux  d'Abel  et  de  Cauchy,  on  sait  qu'à  toute  fonction 
régulière  dans  un  certain  cercle  correspond  un  développement  de 
Tayior,  et  réciproquement.  C'est  même  ce  développement  que 
M.  Weierstrass,  et,  en  France,  M.  Méray  emploient  pour  définir  la 
fonction. 

Un  point  a  étant  donné  au  hasard,  on  pourra,  en  général,  former 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  —  a 
et  qui  représentera  notre  fonction  dans  le  voisinage  du  point  a.  Il 
pourra  y  avoir  exception  pour  certaines  positions  particulières  du 
point  a.  C'est  à  ces  points  particuliers  que  l'on  donne  le  nom  de 
points  singuliers. 

On  peut  donc  dire  que  se  donner  une  fonction  analytique  non  sin- 
gulière au  point  x  =  o,  c'est  se  donner  une  suite  de  coefficients  an 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  II,  1892.  l4 
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a,.  . . .,  (t,n tels  que  la  série  ^  ",„■''"'  |1('  soil  pas  toujours  diver- 
gente. Cette  série  donnera  la  fonction  dans  l'intérieur  de  son  cercle 
de  convergence,  et  d'ailleurs  une  fonction  ainsi  donnée  esl  parfaite- 
ment déterminée,  >i  du  moins,  avec  la  valeur  de  la  variable,  on  se 
donne  le  chemin  par  lequel  on  \  aboutit. 

C'est,  par  exemple,  ><>n>  cette  forme  que  le  théorème  de  Briol  el 
Bouquet  fournit  les  intégrales  d'un  système  d'équations  différen- 
tielles. 

Mais,  m  ce  mode  de  représentation  esl  très  utile  pour  démontrer 
l'existence  des  intégrales,  son  emploi  esl  très  limité  an  point  de  vue  de 
l'étude  de  ces  mêmes  intégrales.  Le  développement  de  Taylor,  en 
effet,  ne  met  pas  en  évidence  les  propriétés  de  la  fonction  représentée 
el  semble  même  les  masquer  complètement. 

Cependant  on  connaît  déjà  des  circonstances  où  ce  développement 
peut  fournir  de  précieux  renseignements  difficiles  à  obtenir  par  d'au- 
tres moyens.  On  sait,  en  effet,  les  remarquables  propriétés  arithmé- 
tiques démontrées  par  Eisenstein  el  M.  Tchebicheff  sur  les  séries  qui 
représcnieni  dis  fonctions  algébriques  ou  exprimables  par  la  combi- 
naison de  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circulaires  en 
nombre  fini. 

.l'ai  étudié  la  question  à  un  point  de  vue  différent,  celui  qu'indique 
la  théorie  générale  des  fonctions,  et  d'après  lequel  le  premier  problème 
qui  se  pose  esl  la  recherche  des  points  singuliers.  Ce  problème  est 
d'ailleurs  intimement  lié  à  celui  de  la  continuation  de  la  fonction  en 
dehors  du  cercle  de  convergence. 

Le  développement  de  Taylor  ne  définit  une  fonction  qu'à  l'intérieur 
d'un  certain  cercle,  à  savoir  le  plus  petit  qui  ait  pour  centre  l'origine 
et  qui  passe  par  un  ou  plusieurs  points  singuliers.  Si  a  désigne  l'affixe 
d'un  point  situé  sur  le  rayon  qui  va  de  l'origine  à  un  de  ces  points  sin- 
guliers, en  ordonnant  notre  série,  non  plus  suivant  les  puissances  de  x, 
mais  suivant  celles  de  x  —  a,  le  cercle  de  convergence  de  cette  nou- 
velle série  sera  compris  entièrement  dans  l'ancien. 

Il  n'en  sera  pas  de  même  si  le  rayon  qui  va  de  l'origine  au  point  x  =  a 
coupe  la  circonférence  primitive  en  un  point  ordinaire,  et,  dans  ce  cas, 
la  nouvelle  série  permettra  de  calculer  la  fonction  pour  des  valeurs 
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de  x  qui  rendaient  l'ancienne  divergente.  Si  Ton  veut  étudier  le  pro- 
longement de  la  fonction  en  dehors  du  cercle  de  convergence,  il  est 
donc  important  de  déterminer  les  points  critiques  situés  sur  ce  cercle. 
C'est  cette  détermination  qui  fait  le  principal  objet  du  présent  travail. 

Il  existe,  à  cet  égard,  une  Note  de  M.  Lecornu,  insérée  aux  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences (').  D'après  M.  Lecornu,  l'affixe 
du  point  singulier  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  de  deux 
coefficients  consécutifs,  lorsqu'on  s'éloigne  de  plus  en  plus  dans  la  sé- 
rie. Malheureusement  la  démonstration  donnée  par  l'auteur  est  dé- 
fectueuse, et  nous  verrons  qu'il  y  a  de  grandes  réserves  à  faire  sur  le 
théorème  lui-même. 

Quant  à  la  méthode  qui  m'a  servi  dans  cette  recherche,  les  prin- 
cipes sur  lesquels  elle  repose  sont  ceux  qu'a  employés  M.  Darboux 
dans  son  Mémoire  bien  connu  :  Sur  l'approximation  des  fonctions 
de  grands  nombres  (2),  dans  un  but  inverse,  il  est  vrai.  Partant  de 
certaines  séries  dont  les  points  singuliers  sont  connus,  M.  Darboux  en 
tire  des  conclusions  relatives  aux  coefficients  de  ces  séries.  Mais  le 
principe  fondamental  du  Mémoire,  énoncé  par  son  auteur  de  la  façon 
suivante  :  «  La  recherche  de  la  partie  principale  des  coefficients  de  la 
»  série  dépend  de  la  manière  dont  la  fonction  devient  infinie  sur  le 
»  cercle  de  convergence  »,  est  celui-là  même  qui  peut  servir  à  l'étude 
des  points  singuliers. 

J'ai  divisé  ce  travail  en  trois  Parties  : 

Dans  la  première,  après  avoir  introduit  une  notion  préliminaire 
indispensable  pour  la  suite,  je  détermine  d'une  façon  générale  le  ravon 
de  convergence.  Les  résultats  obtenus  conduisent  immédiatement  à 
un  critérium  permettant  de  reconnaître  dans  certains  cas  la  présence 
d'un  ou  plusieurs  points  singuliers. 

La  deuxième  Partie  est  consacrée  à  Fétude  des  discontinuités  po- 
laires. Lorsque  la  fonction  n'a  sur  le  cercle  de  convergence  que  de 
telles  discontinuités,  on  peut  la  prolonger  analytiquement  et  la  repré- 
senter dans  tout  cercle  où  elle  est  méromorphe. 

Dans  la  troisième  Partie,  je  définis  ce  qu'on  peut  appeler  Y  ordre 

(')  Séance  du  7  février  1887. 

(2)  Journa1  de  Liouville,  3e  série,  t.  IV. 
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d'une  fonction  sur  son  cercle  de  convergence  et  en  un  point  de  ce 
cercle,  et  j'étudie  les  points  singuliers  en  les  olassifiant  d'après  Leur 
ordre.  Lorsque  cèl  ordre  reste  fini,  on  peut,  dans  des  cas  assez  éten- 
dus, trouver  les  pointa  singuliers,  et,  dans  tous  les  cas,  calculer  la 
fonction  en  tout  point  ordinaire  du  cercle  de  convergence  (')« 


PREMIÈRE  PARTIE. 

I.  Nous  aurons  à  nous  fonder,  dans  ce  qui  va  suivre,  sur  quelques 
principes  simples  relatifs  aux  suites  infinies,  et  que  je  vais  résumer 
toul  d'abord. 

Soit  la  suite 

(i)  "o.        V|1         "2.         .»•,        ",„ 

où  u*,  //, //„,,  .    .  désignent  des  nombres  réels,  mais  quelconques 

d'ailleurs. 

11  peut  arriver,  comme  premier  cas,  que  cette  suite  renferme  des 
termes  supérieurs  à  tout  nombre  donné;  ou  encore,  que  tous  les  termes 
aillent  en  augmentant  indéfiniment  par  valeurs  négatives. 

Ecartons  pour  le  moment  ces  deux  hypothèses.  Nous  voyons  qu'il  y 
aura  lieu  de  répartir  les  nombres  réels,  d'après  leurs  relations  de 
grandeur  avec  les  quantités um d'indice  très  grand,  en  deux  catégories. 
Un  nombre  A  sera  mis  dans  la  classe  supérieure  si,  à  partir  d'un  cer- 
tain rang,  tous  les  termes  de  la  suite  (i)sont  plus  petits  que  A;  au 
contraire,  un  nombre  13  appartiendra  à  la  classe  inférieure  si  notre 
suite  contient  des  termes  de  rang  aussi  éloigné  qu'on  veut,  et  qui  sur- 
passent B. 

Si  A  est  un  nombre  de  la  classe  supérieure,  il  est  clair  que  tous  les 
nombres  supérieurs  à  A  appartiennent  à  la  même  classe;  pareillement, 
si  le  nombre  B  fait  partie  de  la  classe  inférieure,  on  peut  en  dire  autant 
de  tous  les  nombres  moindres  que  B. 

(')  Plusieurs  des  résultats  contenus  dans  le  présent  travail  ont  été  communi- 
qués à  l'Académie  des  Sciences  (séances  du  23  janvier  1888  et  du  8  avril  1889). 
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Or  c'est  un  fait  bien  connu  que,  dans  ces  conditions,  il  existe  un 
nombre  /  servant  de  séparation  entre  les  deux  classes,  en  sorte  que  la 
première  se  compose  des  nombres  plus  grands  que./;  la  seconde,  des 
nombres  plus  petits  que  /  (\).  Pour  déterminer  ce  nombre,  on  pourra, 
par  exemple,  commencer  par  faire  prendre  à  un  entier  la  série  des  va- 
leurs depuis  — c©  jusqu'à  -t- qo.  Il  arrivera  un  moment  où  cet  entier 
variable  passera  de  la  classe  inférieure  dans  la  supérieure.  Soient  aK  et 
aK  -+-  i  les  deux  nombres  entiers  consécutifs  qui  appartiennent  ainsi  à 
des  catégories  différentes.  On  divisera  l'intervalle  (a,, os,  -H  i)  en  n 

parties  égales  et  Ton  trouvera  deux  nouveaux  nombres  a2,  a.,-\ — > 
différant  de  -  et  dont  l'un  est  un  nombre  B,  l'autre  un  nombre  A.  On 

n  ' 

partage  l'intervalle  compris  entre  ces  deux  nombres  en  n  parties 
égales;  et  poursuivant  ainsi  indéfiniment,  on  formera  une  série  d'in- 
tervalles compris  les  uns  dans  les  autres  et  de  plus  en  plus  petits. 
D'après  un  théorème  connu,  les  nombres  obtenus  par  ce  procédé  sont 
les  valeurs  approchées  d'une  même  quantité,  laquelle  répond  manifes- 
tement à  notre  objet. 

Cette  quantité  /,  telle  que,  pour  toute  valeur  positive  de  s,  î -+•  e 
appartienne  à  la  classe  supérieure  et  /  —  £  à  la  classe  inférieure,  sera 
dite  la  limite  supérieure  de  la  suite  (î)  pour  m  infini,  ou  simplement 
la  limite  supérieure  (2). 

Dans  le  cas  précédemment  exclu,  où  une  partie  des  termes  de  la 
suite  (î)  augmenterait  indéfiniment  par  valeurs  positives,  ou  bien 
encore  lorsque  tous  iraient  en  augmentant  indéfiniment  par  valeurs 
négatives,  l'une  de  nos  deux  catégories  disparaîtrait  et  la  définition 

(*)  Les  mots  plus  petits  que,  plus  grands  que  n'excluent  pas  ici  l'égalité. 

(2)  On  pourrait  être  tenté  de  prendre  les  mots  limite  supérieure  dans  le  sens 
qui  leur  est  attribué  en  d'autres  occasions  (notamment  lorsqu'on  traite  des  fonc- 
tions d'une  variable  réelle)  et  qui  est  un  peu  différent  de  celui-ci.  En  effet,  il 
faudrait  alors  ne  ranger  un  nombre  dans  la  classe  supérieure  que  lorsqu'il  est 
plus  grand  que  tous  les  termes  de  la  suite  (î),  et  non  pas  seulement  que  les 
termes  d'indice  suffisamment  élevé. 

Nous  serons  donc  obligé,  lorsqu'on  aurait  à  craindre  une  confusion,  d'em- 
ployer la  locution  limite  supérieure  pour  m  infini,  qui  ne  peut  prêter  à  aucune 
ambiguïté. 


to6  .1.    imi\Mviw>. 

précédente  tomberait  en  défaut.  La  limite  supérieure  devrail  être 
regardée  comme  égale  à  4-  ^  dans  le  premier  cas,  à  —  oo  dans  le 
second. 


il.  1  désignanl  toujours  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut,  il 
existe  des  quantités  //,„,  d'indice  aussi  élevé  qu'on  le  voudra,  com- 
prises entre  /  e  et  /  1  :,  puisque,  d'après  la  définition  même  de  /,  la 
suite  donnée  contient  des  termes  indéfiniment  éloignés  supérieurs  à 
/ — c,  au  lien  qu'à  partir  d'un  certain  rang  elle  n'en  renferme  pins  de 
supérieur  à  /  +-  t.  Donc  on  peut,  dans  la  suite  (  1  ),  trouver  une  .suite 
partielle  qui  ait  pour  limite  I.  Bien  entendu,  il  s'agil  ici  (Tune  limite, 
absolument  parlant,  et  non  plus  seulement  d'une  limite  supérieure  telle 
que  nous  venons  de  la  définir  ('). 

Il  peut  même  se  trouver,  comme  cas  particulier,  que  um  s'approche 
indéfiniment  de  /  pour  toutes  les  valeurs  de  m  suffisamment  grandes. 
Il  en  est  ainsi,  d'après  la  remarque  précédente,  lorsque,  si  petit  que 
soit  e,  l'inégalité  //,„>/  e  esl  vérifiée,  à  partir  d'un  certain  rang, 
pour  tontes  les  valeurs  de  ///  et  non  pas  seulement  pour  nue  infinité 
d'entre  elles.  /  devient  alors  pour  la  suite  (  i  )  mie  véritable  limite,  an 
sens  ordinaire  du  mot.  Dans  ce  cas,  il  nous  arrivera  de  dire  que  les 
termes  de  la  suite  (1)  tendent  régulièrement  vers  I.  Cette  locution, 
dont  à  la  rigueur  on  pourrait  se  passer,  aura  l'avantage  de  bien  mar- 
quer, suis  allonger  le  discours,  la  différence  <pii  existe  entre  ce  cas 
particulier  et  le  cas  général. 

Si  la  suite  donnée  est  à  termes  positifs,  elle  ne  peut  avoir  o  comme 
limite  supérieure  sans  tendre  régulièrement  vers  cette  limite.  Car  uri. 
est  supérieur  à  —  e,  quel  que  soit  m. 

Nous  remarquerons  encore  que  la  limite  supérieure  d'une  suite  n'est 


(l)  La  notion  de  limite  supérieure  que  nous  introduisons  ici  est  en  relation 
avec  la  théorie  des  ensembles. 

On  sait  que  M.  Cantor  définit  un  ensemble  dérivé  dont  fait  partie  toute  quan- 
tité q  telle  que  l'ensemble  primitif  contienne  une  infinité  de  termes  aussi  voisins 
qu'on  le  veut  de  q. 

Dans  cette  terminologie,  notre  limite  supérieure  serait  le  plus  grand  élément 
de  l'ensemble  dérivé. 
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pas  altérée  lorsqu'on  augmente  ou  diminue  les  termes  de  quantités 
infiniment  petites  pour  m  infini. 

3.  Au  lieu  de  considérer  des  quantités  um  dépendant  d'un  seul 
indice,  on  peut  introduire  des  quantités  w,„  ,„ m  ,  où  figurent  p  in- 
dices indépendants  m,,  ///2,  . . . ,  mp  variables  de  o  à  +  x,  et  définir 
d'une  façon  tout  analogue  la  limite  supérieure  de  Kmi,m,  m  pour 
m,  =  m2=  ...  =  mp=cc.  On  formera,  à  cet  effet,  les  deux  classes 
supérieure  et  inférieure  d'après  la  règle  suivante  :  un  nombre  A  sera 
rangé  dans  la  première  s'il  est  supérieur  à  toutes  les  quantités  u  dont 
les  indices  mn  m2J  ...,  mp  dépassent  tous  un  entier  N  convenable- 
ment choisi  ;  un  nombre  B  sera  placé  dans  la  seconde  lorsqu'on  pourra 
trouver  des  u  plus  grands  que  B  et  dont  les  indices  soient  tous  supé- 
rieurs à  tel  entier  qu'on  voudra  ('). 

4.  La  notion  de  limite  supérieure  va  nous  permettre  de  déterminer 
tout  d'abord  le  rayon  de  convergence  d'une  série  de  Taylor,  et  de 
résoudre  ainsi  d'une  façon  générale  le  problème  traité  par  M.  Le- 
cornu  (2)  dans  le  cas  où  le  rapport  de  deux  coefficients  consécutifs  a 
une  limite. 

Soit 

(2)  f(X)  ==  a0  "+"  ai  X  "+"  '  ■  •  "+"  amx"1  ■+-••• 

une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Nous  envi- 
sagerons la  suite  à  termes  positifs 

(i)  «,|,     I  \/a2\,      ...      I  sjam  |,      .... 


(*)  On  sait  (voir  Gantor,  Journal  de  Borchardt,  t.  84,  p.  2^2)  que  Ton  peut 
ramener  le  cas  d'un  ensemble  à  p  indices  au  cas  d'un  ensemble  à  indice  unique. 
Il  est  à  remarquer  que  cette  assimilation  ne  s'applique  pas  dans  la  question 
actuelle.  La  méthode  de  M.  Cantor  oblige  effectivement  à  donner  un  rang  élevé 
à  tout  terme  dans  lequel  un  au  moins  des  indices  est  très  grand,  au  lieu  que 
nous  ne  devons  considérer  comme  infiniment  éloignés  que  les  termes  dans  les- 
quels tous  les  p  indices  auront  de  très  grandes  valeurs. 

(2)  Comptes  fendus  de  l'Académie  des  Sciences,  séance  du  7  février  1887. 
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Si  cette  dernière  suite  contient  des  termes  augmentant  indéfiniment) 
la  série  donnée  n'est  jamais  convergente,  quelle  que  soii  la  variable  x. 
Car  il  existera  toujours  des  valeurs  de  ///  en  nombre  infini  pour  cha- 
cune desquelles,  i  étant  plus  grand  que  j — r>  le  terme  correspon- 
dant o,nr"  aura  un  module  supérieur  à  i. 

r>.  Ce  eas  doit  doue  être  laissé  de  côté,  el  nous  devons  supposer  que 
la  suite  (3)  admet  une  limite  supérieure  ! . 

Donnons  à  x  un  module  plus  petit  que  y>  soit-. Par  hypothèse, 

/  4-  -  appartient  à  la  classe  supérieure  par  rapport  à  la  suite  (3).  Donc, 
à  partir  d'un  certain  rang,  chaque  quantité  \am\  est  plus  petite  que 

(  /  -+-  -  )   et  le  module  de  \amxm  est  (et  reste)  inférieur  à  -. >  nombre 

fixe  plus  petit  que  i,  ce  qui  montre  que  la  série  Va,„xw  est  conver- 
gente. 

Au  contraire,  si  nous  donnions  à  x  un  module  -. — •  plus  grand  que 

-,  comme  nous  savons  que,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  mf  |  am  |  est 

supérieur  à  (/—  s)'",  la  série  -(/    ■'"  aurait  une  infinité  de  termes  plus 
grands  que  i  :  ce  serait  une  série  divergente. 

Donc  le  rayon  de  convergence  de  notre  série  est  p  =  j> 

Si,  en  particulier,  le  rapport      "l+1    tend  vers  une  limite,  \"\Jam\  aura 

I     a  m     I 

la  même  limite,  qui  sera  bien  par  conséquent,  ainsi  que  l'avait  énoncé 
M.  Lecornu,  l'inverse  du  rayon  de  convergence. 

Au  lieu  de  |  \[cTm  | ,   nous    aurions  pu  considérer  (')   l'expression 

—  L  |  am  j ,  qui  est  le  logarithme  de  la  précédente.  La  limite  supérieure 

de  cette  nouvelle   quantité,   pour  m  infini,   aurait  donné   le  loga- 
rithme de  /. 

(')  L  |  am  |  désigne,  comme  d'habitude,  le  logarithme  népérien  de  |  am  |. 
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6.  Un  cas  important  est  celui  où  la  quantité  l  est  nulle,  et  où,  par 

suite,  IV^wI  tend  vers  °5  amsi  fJue  nous  l'avons  remarqué  au  n°  2. 
En  ce  cas,  pour  toute  valeur  attribuée  à  x,  notre  série  est  conver- 
gente;   car  (en  désignant  par  k  un   nombre  quelconque  plus  petit 

\  i  .      i  iii  i  ;"  —  i  A'      i  , 

que  i)  a  partir  du  moment  ou  1  on  aura  |  \jam  \  <^  j—t-}  le  terme  gêne- 
rai sera  inférieur  à  A'",  c'est-à-dire  au  terme  général  d'une  série  abso- 
lument convergente. 

La  fonction /(rr)  est  donc  une  fonction  holomorphe  dans  toute 
Tétendue  du  plan. 

7.  Ainsi,  lorsque  notre  limite  supérieure  est  infinie,  le  développe- 
ment donné  ne  définit  aucune  fonction.  Lorsqu'elle  est  nulle,  il  définit 
une  fonction  entière  et  permet  de  la  calculer  pour  toute  valeur  de  la 
variable. 

Au  contraire,  si  la  limite  supérieure  /  est  finie  et  différente  de  o,  le 
développement  (2)  définit  une  fonction  /(x),  mais  n'en  fournit  d'ex- 
pression que  pour  les  valeurs  de  x  intérieures  au  cercle  de  convergence. 
Le  problème  qui  se  pose  actuellement  est  donc  l'étude  de  cette  fonction 
eu  dehors  du  cercle  ou  sur  le  cercle,  et  tout  d'abord  la  détermination 
des  points  critiques  situés  sur  la  circonférence. 

Dans  les  fonctions  les  plus  simples,  telles  que —  >  par  exemple, 

V      —  ■K) 

l'affixe  du  point  singulier  s'obtient  en  prenant  la  limite  du  rapport 
— — ■  On  peut  donc  se  demander  s'il  est  possible  d'énoncer  ce  résultat 

am  -i  1 

sous  forme  de  théorème  général. 

Pour  discuter  cette  proposition,  il  est  nécessaire  d'en  préciser  la 
signification.  Prise  dans  son  acception  la  plus  étendue,  elle  voudrait 

dire  que  pour  toute  série  où  le  rapport  —^~  a  une  limite,  le  point  cor- 

respondant  est  le  seul  point  singulier  situé  sur  le  cercle  de  conver- 
gence. Ainsi  comprise,  la  proposition  est  manifestement  fausse  :  elle 
ne  s'applique  pas,  par  exemple,  à  la  fonction 


- — h  l(i  -+-  x)=  y 


I  —  X 


1  -h 


X" 


La  réciproque  est  également  inexacte  :  x0  peut  être  point  singu- 
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lier  unique  d'une  l'onction  représentée  |>ar  La  série(2),  sans  (jnc  le 

rapport     '--  tende  versa?0,  ainsi  que  dous  en  rencontrerons  un  exemple 

dans  la  suite. 

\n  contraire,  Lorsque  I»'  rapporl  des  coefficients  consécutifs  tend 
vers  une  Limite,  Le  point  qui  a  cette  limite  pour  affîxe  paraît  être,  en 
général,  un  point  singulier.  En  ions  cas,  nous  pouvons  établir  une 
conclusion  très  voisine  d<*  celle-là. 

S.  Les  résultats  précédents  nous  fournissent  en  effet  un  premier 
critérium  permettant  de  reconnaître  Les  points  critiques. 

Soit  ./-./„  mi  poinl  pris  sur  Le  cercle  de  convergence,  et  propo- 
sons-nous de  rechercher  si  ce  point  rst  ordinaire  ou  singulier. 

Nous  pouvons  d'abord  supposer./,,  :-  i ,  car  nous  pourrions  ramener 
Le  cas  général  à  celui-là  par  Le  changement  de  variable 

dans  Lequel,  à   la  valeur  /„  donnée  à  ./•,  correspondrait  pour  y  la 
valeur  y  =  i . 

Soit  alors  /  nn  nombre  réel  compris  entre  o  et  i ,  auquel  correspond 
nn  point  de  Taxe  réel  (  fig.  i).  Le  rayon  de  convergence  de  la  série 


(5)  f(x+t)=/(t)  ■  xf(t)  4ao+-+^/ww+- 


sera  le  rayon  du  plus  grand  cercle  C  décrit  du  point  t  comme  centre 
et  où  la  fonction  donnée /sera  régulière. 
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Si  le  point  x  =  \  est  point  ordinaire,  notre  fonction  sera  holo- 
morphe  dans  un  cercle  c  ayant  pour  centre  ce  point  x  =  i ,  et  qui 
coupera  le  cercle  primitif  en  deux  points  y  et  y',  par  conséquent  aussi 
dans  un  cercle  de  centre  t  et  d'un  rayon  égal  à  la  distance  des  deux 
points  t  et  y,  laquelle  est  supérieure  à  i  —  t. 

Si,  au  contraire,  le  point  x  =  i  est  un  point  critique,  le  cercle  C 
devra  passer  par  ce  point  et  avoir  pour  rayon  t  —  t. 

Reportons-nous  maintenant  aux  résultats  obtenus  relativement  au 
rayon  de  convergence  :  nous  voyons  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  le  point  x  =  i  soit  singulier  sera  fournie  par 
l'inégalité  (') 

fm)(t) 


(6) 


> 


i  —  t 


laquelle  devra  être  vérifiée,  si  petit  que  l'on  ait  pris  e,  pour  une  infi- 
nité de  valeurs  de  m. 

9.   Mettons  en  évidence  le  module  et  l'argument  de  chaque  coeffi- 
cient a,  autrement  dit  posons 

CI        z=z    or       pta  m 

L'inégalité  (6)  (élevée  au  carré)  pourra  s'écrire 

(        g  m  +  2  (m  -+-  i)  tgm  gm+ ,  COS  (  0Lm+ ,  -  y.„,  )  -h  . . .' 


(6') 


ï\< 


L^WÂ  C£J   h  gm+kgm+h-kCOs(<X.m+h„k  -  ani+l,  )\    \ 

i  ni  (  2  m  -+-  i  )    2 


> 


i  -h  :i  mt  -h 


/2-+-  ...  +C 


h 

■2m+/i-  l 


V 


i  -  %)im  ; 


les  lettres  C  désignant,   comme  à  l'ordinaire,  des  coefficients  bino- 
miaux. 


(')  Il  n'y  a  pas  lieu  d'écrire  l'inégalité 


fm)t 


< 


I  -+-  £ 
I  —  t 


car  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (5)  ne  saurait  être  inférieur  à  i  —  t. 
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Cette  forme  donnée  à  l'inégalité  (6)  permel  de  trouver  «les  cas 
particuliers  asseï  étendus  où  elle  esl  vérifiée. 

Remarquons  d'abord   que    la  somme   zl  CJL*  ^mth-h  ''sl   égale  •' 

/,  (i 
^ ''•/«./,  i-  Ceci  se  reconnaît  immédiatemenl  en  supposanl  que  la  fonc- 
tion /' >oii  la  fonction         ■«  Le  premier  membre  de  l'égalité  (6)  de- 
vient alors  égal  à      —  .-.^  et,  dans  l'inégalité  (6'),  il  faut  faire  gm  =  r , 
a„,  =  o.  <  h\  trouve  alors 

h 
,  _  i  !  ,  ///  V  i ,/;      <  _i_ 

h  o 

ce  qui  donne  la  conclusion  annoncée. 

Supposons  maintenant  que  gm  tende  pégulièremenl  (  '  )  vers  la 
limite  i  :  que,  de  plus,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  et  <!<•  y  suffisam- 
ment grandes,  la  différence  y,f      v.r  soii  inférieure  en  valeur  absolue 

à  un  angle  fixe  y  plus  petil  que  -  (l'égalité  étant  exclue).  A  partir 

d'une  certaine  valeur  de  /;/.  on  aura  (yj  désignant  un  nombre  aussi 
petit  qu'on  veut  | 

d'où  l'on  déduit,  en  ayant  égard  à  la  formule  (7),  que  le  premier 
membre  de  l'inégalité  (6'  i  esl  supérieur  à  cos'| .-—  y—-  — *  v-.t(/>l+1)'  Sa 
racine  mième  sera  donc  (à  un  infiniment  petit  près)  au  moins  égale  à 
■ — ->  c'est-à-dire  (si  l'on  a  pris  Y)  suffisamment  petit)  supérieur 

à :>  car  :  a  pour  limite  -   —  lorsque  r\  tend  verso.  L'iné- 

1  —  /  1  —  i(i  —  /,)     1  1  —  /         ^       ' 

galité  (6')  est  donc  vérifiée  et  le  point  x  =  1  est  un  point  singulier. 
\  0.   Ce  résultat  subsisterait  alors  même  que  l'inégalité  |  <x.q  —  y.p  \  <  ^ 

(l)    Voir  n°  -2. 
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cesserait  d'être  vraie  'pour  les  valeurs  de  p  et  de  q  ne  satisfaisant  pas 
à  la  condition 

1 «<  s 

P 

dans  laquelle  q  est  supposé,  pour  fixer  les  idées,  plus  grand  <jue  p,  et  s 
désigne  un  nombre  positif  fixe. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  d'abord  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  h  inférieures  à  ?ns,  les  évaluations  précédentes  sont  encore  appli- 
cables :  le  coefficient  de  ih  est  plus  grand  que  C*m+k+i  (i  —  7])2/rt+/'  cos'j». 

Soit  n  le  plus  petit  entier  supérieur  à  ms.  A  partir  de  la  valeur 
h  =  n,  nous  ne  savons  plus  si  le  coefficient  de  //(  est  supérieur  à  l'ex- 
pression précédente  ;  nous  ne  savons  même  plus  s'il  est  positif;  mais 
en  tout  cas  sa  valeur  absolue  sera  moindre  que  C*m+h+{(i  +  rj')2'"+/i 
(où  Y]'  désigne  encore  un  nombre  très  petit),  de  sorte  que  le  premier 
membre  de  l'inégalité  (6')  sera  supérieur  à 


!       (i-^v2/" 

icw*.  '-'io  +  v)')2w+A+  cos<Ki  -  ^rm+h\ 


(8) 


Dans   le   dernier   facteur    du   coefficient   de    tf%    le    second    terme 

cos'|<(i  —  Y]  )-"l+h  peut  évidemment  rentrer  dans  le  premier  (  n-Y]')2'"  \ 

moyennant  un  accroissement  infiniment  petit  donné  à  y)'.  Dans  la  série 

qui  forme  la  partie  soustractive  de  l'expression  (8),  après  cette  simpli- 

n               i                     i  »                              r    -  i           -      i  «   »  /           i\ a  m  +  h  -k- 1 
fication,  le  rapport  d  un  terme  au  précèdent,  égal  a  t(  i  -+•  yj  ) j > 

est  moindre  que  f(i  +  Y]') — —  ■   Cette  quantité  est  plus  petite  que  i, 

si  l'on  a  choisi  t  inférieur  à  - -^  et  la  série  est  égale  au  pro- 

(2  +  *)  (14-7)  )  °  r 

duit  d'un  facteur  fini     de  module  moindre  que ;     par 


son  premier  terme  C;'m+ft+,(i  ■+-yj/)»*w,«". 

Or,  si  l'on  applique  au   coefficient  C"ni+n+l  les  formules  bien   con- 
nues relatives   à   la   fonction  Y  pour  de   grandes  valeurs  de  Targu- 


Il,  J.     Il  V1UM  \ltl>. 

ment,  on  reconnaît  que  la  racine  /;/"'""  de  ce  premier  terme  tend  vers 

- — --/       V '  "+"  r<  *"    r-  c'est-à-dire,  puisque  qous  pouvons  prendre  / 

aussi  petil  que  nous  le  désirons,  vers  une  limite  moindre  que 

La  partie  soustractive  de  l'expression  (8)  est  doue  infiniment  petite 
par  rapport  au  premier  terme  et  ne  modifie  [>as,  par  suite,  les  conclu- 
sions établies  plus  liant. 

Si  le  rapport  a  pour  limite  l'unité,  la  racine  jnWme  <le  gm  tend 

régulièrement  vers  i  et  la  différence  o,„  =  %m+i  stm  tend  verso.  Nous 
reconnaissons  que  le  point  x  i  est  bien  un  point  singulier  si  le  pro- 
duit mom  reste  toujours  inférieur  à  un  nombre  fixe  Q.  En  effet,  s'il  en 
esl  .linsi.  la  différence  a,      y  r  scia  moindre  que  \  tant  que  le  rapport 

- — —  ne  dépassera  |>a-  ('(  • 

11.  Mais  on  peut  encore  s'affranchir  d'une  partie  des  restrictions 
précédentes,  car  il  n'esl  pas  nécessaire  que  l'inégalité  ((>)  soit  vraie 
pour  toutes  les  valeurs  très  grandes  de  ///,  niais  seulement  pour  une 
infinité  d'entre  elles.  Il  suffira  donc  que  la  série  contienne,  en  nombre 
infini,  des  Buites  interrompues  de  coefficients 

(G/n  I  " /«+■  m  •  •  •  i        *-l,,i    ,, , 

^m'i         &  m  '■•  i  j  •  •  •  J        ^m     n   • 

<*m"l       am"+\-        •■•■>       0>m"+n"î 


satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

i°  Les  rapports  — >  — .,  -  „  sont  tous  supérieurs  à  un  nombre  fixe  s; 

1  l  m     m      ni  r 

2°  |  \g,n\  tend  régulièrement  vers  i  quand  m  augmente  indéfini- 
ment par  des  valeurs  correspondant  à  des  termes  de  ces  suites; 

3°  Si  ap  et  aq  sont  deux  coefficients  pris  dans  une  même  suite,  la  dif- 
férence ccg—  QLp  est  en  valeur  absolue  moindre  que  <|. 

A  chacune  de  ces  suites,  à  partir  d'un  certain  rang,  correspondra 
une  valeur  de  m  pour  laquelle  l'inégalité  (6')  sera  vérifiée. 
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Si  la  troisième  condition  (  %q  —  a.p)  <  -ji  était  remplacée  par  la  double 
inégalité 

(10)  (q  -p)0-^<  y,,  -  a,  <  (  rj  -  p)Q  +  <[,, 

la  fonction  donnée  admettrait  le  point  singulier  x  =  e ~*.  Ce  résultat 
est  équivalent  au  premier  moyennant  une  transformation  (4),  effec- 
tuée avec  la  valeur  e-*9  pour  x0. 

Sous  cette  forme,  notre  proposition  se  distingue  de  celles  que  nous 
avons  données  précédemment  en  ce  qu'elle  peut,  dans  certains  cas,  dé- 
celer la  présence  de  plusieurs  points  singuliers.  L'existence  de  suites  (9) 
correspondant  à  une  certaine  valeur  de  ô  n'est,  en  effet,  nullement 
incompatible  avec  l'existence  de  suites  analogues,  mais  pour  lesquelles 
l'angle  G,  qui  figure  dans  les  conditions  (10),  aurait  des  valeurs  diffé- 
rentes. 

On  pourrait  même,  par  ce  procédé,  former  des  séries  qui  admet- 
traient le  cercle  de  convergence  comme  ligne  singulière. 

Supposons,  par  exemple,  les  nombres  rationnels  rangés  en  suite 
linéaire,  comme  l'indique  M.  Cantor,  et  soit  i\  celui  qui  occupe  le 
rang  X.    Nous  considérons  une  série  dans  laquelle,  pour  toutes  les 

valeurs  de  m  comprises  entre  (1  -h  s)1  et  (1  -h.s)u',  le  rapport  — — 

sera  égal  à  e2m'\  Nous  aurons  une  infinité  de  suites  pour  lesquelles  ce 
rapport  aura  la  même  valeur,  car  les  quantités  e2iw^+i\  e2"t('x+2)5 
sont  toutes  égales  à  ettwK  Le  point  x  =  e~2Mrr>  est  donc  singulier,  quel 
que   soit  X,   et  par  conséquent  le   cercle  de  rayon  1  est  bien  ici  une 
coupure. 

12.  .Signalons  encore  un  autre  cas  simple  où  l'on  reconnaît  que  le 
cercle  de  convergence  est  ligne  singulière.  Soit,  par  exemple,  la 
série  ('), 

(11)  i-hbxc+.    .-hfrxc"-h..., 

qui  a  été  considérée  par  M.  Weierstrass  (2)  et  qui  converge  dans  un 

(')  c  est  un  entier  positif  et  b  un  nombre  quelconque. 

(2)    Voir  du  Bois-ReyjIO.nd,  Journal  de  Borchardt,  t.  LXXIX,  p.  3o. 
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cercle de  rayon  p  =  lin» l>   ■       1 .  (  Jette  série  n'esl  altérée  que  dans  ses 


premiers  termes  par  le  changement  de  x  en  xe  c  ,  où  k  el  //  sonl  deux 
entiers  arbitraires.  <  h  la  fonction  correspondante  admel  nécessairement 
sur  le  cercle  de  rayon  i  au  moins  un  point  singulier  x  »-,,.  Elle  aura 
donc  aussi  une  singularité  en  chacun  des  points 


x  =  xne 


parmi  lesquels  on  en  pourra  trouver  qui  approchent  autant  qu'on  le 
voudra  d'un  point  quelconque  pris  sur  le  cercle. 

Les  mêmes  raisonnements  s'appliqueront  toutes  les  fois  que  les  in- 
dices des  termes  non  nuls  et  de  pins  en  plus  éloignés  auronl  un  commun 
di\  iseur  d<'  plus  en  plus  grand.  En  ce  cas,  le  cercle  de  convergence  sera 
par  conséquent  une  coupure,  ainsi  que  Taxai!  démontré  M.  Lerch  (') 
dans  un  cas  particulier.  M.  Weierstrass  I  '  I  avait  d'ailleurs  constaté  ce 
fait  sur  la  série  (t  i). 

13.  La  démonstration  précédente  offre  cel  inconvénient  qu'elle  l'ait 
dépendre  le  résultat  d'une  question  de  divisibilité,  en  sorte  qu'il  sera 
blerait  ne  pas  subsister  nécessairement  si,  par  exemple,  on  augmentait 
ou  diminuait  d'une  unité  les  exposants  de  quelques  puissances  de  x 
dan-  la  série  (i  i). 

11  n'en  esl  rien,  cependant,  et  l'on  peut  affirmer  que  la  série 


2^ 


x  v- 


(où  les  c«  sont  des  entiers  croissants)  admet  son  cercle  de  conver- 
gence comme  ligne  singulière ,  si  le  rapport  -^ l-  esl  conslam- 

ment  supérieur  à  un  nombre  fixe  s. 

Pour  s'en  convaincre,  il  suffît  de  donner  à  m,  dans  la  formule  (6X), 

(*)  Acta  mathematica,  t.  X,  p.  87. 

(2)  Monatsberichte  der  kônigl.  Acad.  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  août 
1880. 
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la  valeur  -&,  où  u  est  un  nombre  fixe  compris  entre  i  et  i  -h  .s,  et  que 

nous  déterminerons  ultérieurement  (*).  Au  premier  membre,  le  pre- 
mier terme  non  nul  est 

et,  d'après  les  formules  déjà  employées  au  n°  10,  sa  racine  imieme  est, 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  [/.,  supérieure  à  — -, .M_t    • 

Cette  expression  a  son  maximum  pour  u  =      —  et  devient  égale  à 

Quant  aux  termes  suivants,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  ils  n'in- 
fluent pas  sur  le  résultat,  si  l'on  a  choisi  pour  /  une  valeur  satisfaisant 
aux  inégalités 


La  proposition  est  donc  démontrée,  caries  raisonnements  que  nous 
venons  de  faire  ne  seraient  pas  altérés  si  l'on  effectuait  la  transforma- 
tion (4)  avec  la  valeur  x0=el®,  de  sorte  que  notre  fonction  admet 
pour  point  singulier  le  point  x0  =  e'6,  quel  que  soit  6. 

Bien  entendu,  le  résultat  précédent  peut  subsister,  lors  même  que 

le  rapport  -^- -  ne  serait  pas  constamment  supérieur  à  s.  Il  suffit 

qu'il  prenne  deux  valeurs  consécutives  supérieures  à  s,  et  cela  une 
infinité  de  fois,  les  modules  des  coefficients  correspondants  tendant  ré- 
gulièrement vers  i . 

Nous  bornerons  ici  ces  remarques  préliminaires  et,  dans  les  Chapi- 
tres qui  vont  suivre,  nous  traiterons  la  question  à  un  point  de  vue  toui 
différent. 

Les  points  critiques  susceptibles  d'être  reconnus  à  l'aide  des  propo- 
sitions précédentes  sont  en  effet  (ainsi  qu'il  deviendra  évident  par  la 


(')  Si  —  n'est  pas  entier,  il  faudra   prendre   pour  m  l'entier  le   plus  voisin 
u 

de^- 
ii 
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suite)  d'espèces  très  diverses;  au  lieu  que  nous  allons  maintenant  étu- 
dier  les  singularités  en  les  distinguanl  d'après  leur  nature  el  en  eom- 
mençanl  par  les  plus  simples,  à  savoir  les  singularités  polaires. 


DEUXIÈME  PARTIE. 

I  I .  Si  la  sciih'  singularité  située  sur  le  cercle  de  convergence  es/ 

un  pôle,  simple  ou  multiple,  Vaffixe  de  ce  point  est  donné  par  lu 

limite  du  rapport  -       ■  «•01111111'  on  le  voil  eu  employant  les  expres- 

-ion-  indiquées  par  M.  Darboux  (')  pour  les  coefficients. 

Par  exemple,  si  la  série  (2),  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  p, 
admet  pour  unique  singularité  sur  ce  cercle  le  pôle  simple  x  —  xn  le 

coefficient  a,,,  peut  se  mettre  sous  la  forme  — -  —     ,  J"      >  où  8,„  désigne 

■'1         vp       £) 

une  quantité  de  module  inférieur  à  1,  e  un  infiniment  petit,  et  p'  un 
rayon  supérieur  à  p.  On  voil  alors  immédiatement  que  le  rapport 

-  tend  vers  a?n  et  cela  de  icllc  façon  que  la  différence  soit,  à  partir 

a  m  + 1 

d'un  certain  rang,  inférieure  à  („, p  .  )  ou  à  km,k  désignant  un  nombre 
fixe  plus  petit  que  1 . 

Cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante. 

En  effet,  pour  écrire  que  le  point  ./•  =  ./•,  est  pôle  simple  et  d'ail- 
leurs singularité  unique  sur  le  cercle  de  convergence,  il  suffit  d'expri- 
mer que,  en  multipliant  la  série  (2)  par  (  1  —  -*j,  on  obtient  une  série 

convergente  dans  un  cercle  de  rayon  plus  étendu  que  le  premier.  Or, 
en  faisant  cette  multiplication,  on  trouve  pour  terme  général 

«,„-  ^A  =x'"u, 


'm     1 


Le  coefficient  de  xm  devient  donc  plus  petit  que     -  (1  -4-  s.) 
férence  — est  moindre  que  k' 


>  si  la  dif- 


(')   Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombres,  p.  i5. 
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15.  Cherchons  maintenant  dans  quels  cas  notre  fonction  a  pour  sin- 
gularités, sur  le  cercle  de  convergence,  plusieurs  pôles  simples  ou 
multiples. 

Nous  serons  tout  pareillement  conduits  à  multiplier  la  fonction 
donnée  f(x)  par  un  polynôme 


(12)      *,(*)  = 


jc\V- 


x\V- 


=  1  +■  A( 


A  /'./•'''. 


de  degré  p}  et  à  nous  demander  si  le  produit  obtenu  est  une  fonction 
régulière  dans  un  cercle  de  rayon  supérieur  à  p. 

16.  Après  la  multiplication,  les  nouveaux  coefficients  seront  donnés 
par  la  formule 


(.3) 


h    —  a        -4-  \{{)a 


A""a, 


et  devront  satisfaire  à  l'inégalité 


\b,n\< 


1  -h  S 


Considérons  alors  le  déterminant  symétrique  d'ordre  |)  +  i, 


D 


m  p 


a, 


m+\         "'/«+ 


"m  '■  p 


(I 


m+p 


a 


ll!-hp+-\ 


"in+2  p 


que  la  formule  (i3)  permet  d'écrire 


Dw.„^ 


a 


&m+p- 1         "m 


I    Lt/m+p 


a 


m-h'2p- 


m+/> 


Sous  cette  dernière  forme,  les  hypothèses  faites  sur  les  a  et  les  b 
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nous  ton!   voir  immédiatement   que   DOTi/)  doit   être  plus   petil   que 

|   i  où  :  a  toujours  la  même  signification  «pic  précédemment,  à 

savoir,  un  nombre  que  Ion  peul  supposer  aussi  petil  qu'on  le  veut, 
pourvu  que  l'on  prenne  m  suffisamment  grand. 

I.ii  limite  supérieure,  (tour  ///  infini,  de  \    DTO>/, |  est  dune  moindre 

I".   Réciproquement,  supposons  que,  pour  certaines  valeurs  de  P, 

la  limite  supérieure  (pour  m  infini)  de  \    I  >,„ ,.    soil  moindre  que  t+ï' 

P 

Soil  p  la  plus  petite  de  ces  valeurs,  et    —  la  limite  supérieure  cor- 


respondante.  Par  li\  pothèse,  la  limite  supérieure  de  \[\  Dm$/,_,  |  est  — • 

p 

Je  dis,  en  premier  lieu,  que  \[\  Dm  „  ,  j  tend  régulièrement  vers  cette 
limite  Vax  d'autres  termes  (  '  ).  si  petil  que  soit  £,  à  partir  d'un  cer- 
tain   rang,   chaque    déterminant    1  >,„  p  ,   a   un   module   supérieur   à 

Nous  savons,  en  effet,  <|u  il  existe  une  infinité  de  déterminants 
l)m/,  ,  jtlus  grands  que  les  valeurs  correspondantes  de  ( — -y—  j    ou 

de  a'"  |  «-il  posant  a  =  •  d'où  — —  '-       y.  )• 

Si.  a  partir  d'un  certain  rang,  tous  satisfont  à  cette  condition,  notre 
conclusion  est  établie.  I  >ans  l<i  cas  contraire  on  devra  pouvoir  trouver, 
et  cela  aussi  loin  qu'on  le  voudra  dans  la  série,  un  déterminant  DOTo;  , 
supérieur  à  otm»,  précédé  d'un  déterminant  I  ),„    ,  _  ,  moindre  que  a"1»-'. 

Or  on  a,  quel  que  soit  / ,/. 

Car  les  mineurs  du  déterminant  l)„, __itP  relatifs  aux.  éléments  «,„_,, 
am- p-M  am+2p-u  4ui  occupent  les  angles  de  ce  déterminant,  sont  res- 

('  )  I  oir  au  n°  2. 
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pectivement 

-L'/w-m  ,  p-i  i       *-*in,p—\i        *^m—\,p-\l 

et  le  mineur  du  second  ordre  obtenu  par  la  suppression  des  deux 
lignes  et  des  deux  colonnes  extrêmes  est  T)mp^2.  L'égalité  (i4)  n'est 
donc  que  l'expression  d'une  identité  bien  connue  relative  aux  déter- 
minants. 

Cette  égalité  (r4)  fournit  d'ailleurs,  d'après  ce  que  nous  savons  sur 
l'ordre  de  grandeur  des  déterminants  D,„  p  ot  DTO>/>_2,  l'inégalité 

/        i  —  -  \  -  '" 

(i4')         ID^^.^d»  i,P-i  —  1£>i>P-l\<[k<l  rzrîij   ' 

où  A  est  un  nombre  plus  petit  que  i  ('). 
Donnons  à  m  la  valeur  m0  :  nous  trouvons 

11")  I   "^  Mmn+*( I  k-m     \  V>n»+l.p-l    \    -^   „/,  L--2»i,\ 


d'où  résulte  déjà  que,  pour  m0  très  grand,  les  quantités  |  D,„ q+1     ,  |  et 

|"'"+1,/>~1   seront  respectivement  supérieures  à  (  a j-  et  a  -  -  ,-  • 

En  général,  nous  allons  démontrer  que,  si  l'on  a  pris  le  nombre  m0 
suffisamment  grand,  on  aura,  pour  toute  valeur  positive  de  l'entier  i, 

(ï5)       P»'-+^-»      >  a(  i  —  A-2'»..)|  '  -  A-2'""+'  J-  •  •[]  —  k2m°«-% 
(6)    |  D,„o+,  /)_1  j  >  a'""+'(i  -  A-"'")'|  i  -  Ara«".+-1>]1-1..  .[i  -  k2{m>+i^~% 

Ces  inégalités  sont,  en  effet,  vérifiées  pour  i  ==  i .  Supposons-les  dé- 
montrées pour  une  certaine  valeur  de  ï.  Je  vais  faire  voir  qu'elles  sub- 


(»)    /•  =  (!  H- 


<>v£ 
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sisteronl  pour  la  valeur  suivante,  el  que  l'on  (tonna  écrire 


(16  ) 


D 


!,/>— 1 


D 


%{  i       A  -'"..  >  1 1       A-'"  "  |...|i    -    A-'"^"|, 
(16  )  JDl^rrtM.^l|>«"  '■   'd   -  A-»".)''+,l  '     **^+l)l'...|  '     ^""""  '  h  i      A-,J:'"»",|, 

E 


7|Di».-h+i^  .i>a  ,' 


Pour  cola,  nous  ferons  iw      w,  i   i  dans  l'inégalité  (i 4') j  laquelle, 
en  tenant  compte  de  la  formule  (17)    nous  donnera 


D 


m„-HM-l,/>— 1 


> 


'    m  ,  Y  /.  /)—  1 
\,p      I 


[1  -A2^"j, 


donl  la  multiplication  membre  à  membre  avec  la  formule  (1 5)  fournit 

la  formule  { 1  V). 

Celle-ci,  combinée  avec  (  [6),  donne  l'inégalité  (  16'). 

Quanl  à  l'inégalité  1  17  '),  elle  résulte  de  la  précédente,  pourvu  que 
l'on  ail  choisi  pour  m9  une  valeur  suffisamment  élevée;  car  il  vient 
successivement 


1  '",,+-1^-1  - 


s  .D 


»l„-t-(4-l,/>— 1    1 
1-4-1 


A2'": 


^  /      /.smNm.-H'-HI  .    /.-  m    >  IJjin  I  .   Il  m    ht)  \>"„  t  -i-H 

>(i  -  A-'".)|i  —  kim>+,>]...[<  -  k2'"^'  | 

>  1  —  |  A--"'-  -+-  A-""« •  '  -+- . . . -+-  ki{m°+!>\ > . 

11  nous  suffira  donc  que  l'indice  ni0  satisfasse  à  la  condition 

ce  qui  est  évidemment  possible. 

L'inégalité  (17)  est,  dès  lors,  générale,  et  notre  proposition  préli- 
minaire est  démontrée. 


18.   Cela  posé,  déterminons  les  quantités  A",  A^1,  ...,  A^"  par 


(i8) 


ESSAI    SLR    L  ETUDE    DES     FONCTIONS. 


les  équations 


a 


A'.'V/^^,    -+-  A(,:'«,„+„_,  +  ...+-  Aîî  a, 


fl»-^^'    •+"  A     «w+p       -t- -h  A    ain+p+,_h    ■+ 


m+p-i-\        '     x  *  m  ^m+p 
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A.r«m 


=  o, 
=  o, 


<2/«+2/>-i  +  Am  ci,n+.lp_2  -+-.., ,  -+-  Am  altl+2p_i_fy  -h. . .  -h  Am  am+p. 


et  posons 


SM] 


A'*'  A( 


(A  =  ï,   2,    ...,/>). 

Les  o  pourront  être  considérés  comme  donnés  par  les  équations 


+  o. a 


4-  Rî'fl 


w-h/m  i  —A 


=  o, 

=  o 


(19) 


om  am+2p_.,  -h .  .  .H-  ô„,  r/„^2 


«M-2/J     1  — /< 


3„V  ûw2p  ,+...+  o;^,„+2/;_^    h-  . . .  -+-  $£'  a,„+p  h-  h  =  o 


en  introduisant  la  quantité  auxiliaire 


(20) 


H  =  am+ip -+-  A^a/H+2/,_,  +...+  A 


m   "'«-1  p- 


(2.) 


L'élimination  des  A  entre  les  équations  (18)  et  (20)  donne 

D,„  „ 


H  = 


D, 


moyennant  quoi  les  équations  (ro,)  fournissenl 
(22) 


Sl/':  =  - 


T\(h) 


D        D(/" 

1J  m  ,  p  '-'.■11  4-1,  p_2 


'/M  +  l,  />—  1 


I». 


"«+1,  p- 


où  D^(      ,  désigne  un  déterminant  d'ordre  p  —  i  formé  avec  les  coef- 
ficients a  et  moindre  que 


,/>-« 
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vl  nm+ ,,,,_,  [  > 


cette  formule  (22)  montre  que  la  limite  supérieure  do  sj\  ô'*'  |  est  au 
plus  égale  à  -V 

La  série  V  0 £ '',  ayant  son  ternie  général  de  Tordre  de  (-,    \-  ei   ,  esl 

donc  convergente  et  son  reste  esl  aussi  du  même  ordre. 

A^'  tend,  par  conséquent,  lorsque  m  augmente  indéfiniment,  vers 

une  limite  AlA\  et  cela  de  telle  façon  que  la  différence  A.{h)  -  A^'  reste 

moindre  en  valeur  absolue  que  (  ~  -h  t\   . 

Il  suffit  alors  d'écrire  la  première  des  équations  (18)  sous  la  forme 


",„.„  +  A"  «_,_,  -h  . . .  +  A<*>a/rt  =  2(A(A)-  A*!)am  „  h 
pour  reconnaître  que  la  quantité 
(i3)  bm  =  <*m  ,,+  A<'>am+P_,  +-....+  A.<*>am 

est  moindre  que  (  —-^-  \    • 

L'existence  d'un  polynôme  (£  (12)  répondant  à  la  question  est  donc 
établie,  et  nous  avons  même  le  moyen  de  trouver  ce  polynôme.  On 
devra,  d'après  ce  qui  précède,  résoudre  les  équations  (18)  par  rapport 
aux  A  et  chercher  la  limite  des  valeurs  de  A^'  ainsi  obtenues,  lors- 
qu'on donne  à  m  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes.  L'erreur  com- 
mise en  s'arrêlant  à  un  certain  rang  m  sera  comparable  au  mième  terme 

d'une  progression  géométrique  décroissante  de  raison  -,  • 

P 
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Ainsi  les  singularités  de  noire  Jonction  sur  le  cercle  de  rayon  p 
se  réduisent  à  des  pôles,  en  nombre  égal  à  p  (chaque  pôle  étant 
compté  avec  son  degré  de  multiplicité},  et  dont  les  affîxes  sont  racines 
d'une  équation  que  nous  savons  former  ('). 

Ces  pôles  exceptés,  la  fonction  est  régulière  dans  le  cercle  de 
rayon  p'. 

19.  Pour  rechercher  si  les  singularités  de  f(x)  situées  sur  le  cercle 
de  rayon  p'  sont  aussi  des  pôles,  il  suffirait  d'appliquer  la  méthode 
précédente  au  produit /(ar)4^ (a?). 

Mais  on  peut  aussi  opérer  directement  sur  la  fonction  f(x),  ainsi 
que  nous  allons  le  montrer. 

Désignons,  en  général,  par  lp  la  limite  supérieure  de  "(/|  D,„  p|  et  re- 
marquons d'abord  que  le  rapport  ——  est  égal  à  p  tant  que  P  est  moindre 
que  p  et  à  p'  lorsque  P  —  p. 

Pour  P>/?,  /P  est  au  plus  égal  à  ^„^p_„+i«  Car  le  déterminant  D,„  ,, 
peut  s'écrire 


pp  p'»J-/'  « 


(23)     D, 


ar 

am 


a, 


a 


m+p-  i 
" in+p 


b 


(I 


in+P+p—l 


i+P-p 


m+P—p+l 


'm+ïP-p 


Plus  généralement,  la  formule  (i3),  résolue  par  rapport  à  am+p  et 
appliquée  plusieurs  fois  de  suite,  permet  d'exprimer  am.+p,  am+p+l ,  . . ., 
o/>lhi>  en  fonction  linéaire  de  am,  a,n+n  ...,  am+p_t  et  des  b. 

Ces  expressions,  reportées  dans  la  valeur  de  D„p,  lui.  donnent  une 
forme  analogue  à  la  forme  (23)  et  sur  laquelle  on  reconnaît  que  la  li- 
mite supérieure  de  \J\  D^>p  |  est  au  plus  égale  à 


p0iv-p+\ 


PFP 


(')   Le  cas  du  pôle  simple,  précédemment  étudié,  correspond  à  p  =  i .  Les  dé- 
terminants D,,,^-!  ne  sont  autres  que  les  coefficients  am  eux-mêmes. 

Les  raisonnements  précédents  subsistent,  pourvu  qu'on  ait  soin  de  remplacer 
les  déterminants  D„iiP_2  et  D^'p_2  par  l'unité. 
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Nous  noterons  ce  fait  que  la  relation 

limite sup.TjDîJVl;   —  ,{  rM 

peut  être  considérée  comme  exacte  à  partir  de  la  valeur  I*      />  —  i. 

Supposons  maintenant  que  /,.  devienne  moi  mire  que  .,,.„._,,,,>  (>|  soil 

p  P 

q  la  plus  petite  valeur  de  1*  pour  laquelle  cet  abaissement  se  produise 
(</  pouvant  être  égal  à  p  i   i  ou  plus  grand). 

On  peu!  aussi  définir  y  comme  la  plus  petite  valeur  de  I*  pour  la- 
quelle le  rapport  .  ''   devienne  inférieure— ,■  En  particulier,  on  a 
1  '  l         h  i  P 

7 —  <  7 — ' 
ou 

(24)  W-i<Ç-r 

Si  nous  nous  reportons  alors  à  l'identité  (i4)i  dans  laquelle  nous 
changerons  />  en  y.  dous  voyons  que  la  limite  supérieure  de 


esl  plus  petite  que  tt  ,. 

Dès  lors  tous  les  raisonnements  donnés  au  n"  17  peuvent  se  recom- 
mencer en  remplaçant  jd  par  q  et  —  par  lq  ,,  a  étant  supposé  égal 

à^_((,-i)et^à(n-£')y/&f- 

La  conclusion  à  laquelle  on  aboutit  esl  que  y|  D„,<? ._,  |  Lend  régu- 
lièrement vers  la  limite  lg_ , . 

20.   Tout  pareillement,  nous  écrirons  un  système  de  q  équations 

(     am^q    ■+■  A/M  am+q_{  +  ...-+-  Am  am+q_fl  -h     Am  am     =  o, 
(18') 
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analogue  au  système  (18);  et  si  nous  posons 

C=Ar,-A;if      (A  =  1,  „,....#, 

il  viendra 

/00'\  ^'(A)  _  iJm,r/  um,<7-ï 

\         )  m    —         n  D 

L/m,q—l  LJm-+l,q  —  \ 

Mais  çr  —  2  étant  au  moins  égal  à  p  —  i,  la  limite  supérieure  de 
\/|  D^'       )  est  au  plus  égale  à   p  ,      _t>  c'est-à-dire  à  /,,_.,.  La  racine 

///Kme  de  o^'  sera  doue  moindre  que   qJ~i  -+-  £,  de  sorte  que  A'jf  '  tend, 

7-1 

pour  chaque  valeur  de  h,  vers  une  limite  A/(/,). 
Pour  trouver  l'ordre  de  grandeur  de  la  quantité 

n         _i_  A'O/7  -l-  -4-  \'Wn 

um+q    1^  -"*-        ^m+q—i     <^   •  •  •      >^  /x        Mm) 

il  est  nécessaire  de  faire  subir  aux  équations  (i  8')  une  transformation. 
Nous  avons  vu,  au  numéro  précédent,  que  les  quantités  âmi_p, 
^;b+/»+i )  ■••}  &m+p  sont  nées  a  ctm^  (imt-ti  •••>  ^m\p-\i  "«?  cw.l(,  •-., 
0m+.P_p,  par  un  système  S,,  de  P  —  p~h  1  relations  linéaires  à  coefficients 
indépendants  de  m,  système  qui  peut  être  résolu  par  rapport  à  am+p,  . . . , 
am+f,  comme  par  rapport  à  bm,  . . .,  5OT+.P_D.  On  peut  donc,  au  lieu  des 
équations  (18'),  écrire  les  suivantes 

'-'m+q    p     *^        m   "m+q—p-l    ^^    '  '  ' 

+  KT''>h>n  +  <>/«+,,-,  ■+-  •  ■  •  +  <f! am=  o, 
/,  -t- B"7;  4- 

+  b^^i  +  «>»».„+  ■  ■•  +  <'« =  o, 

■ ■ > 

7  .      TV  1)7  _|_ 

"ih-¥-2ç—p—\     '     *-*/«   "m-t-2ç-p—2     '      •  •  • 

-h  B(^)6WI+?l,-ha^û5lw+/H^_a-h  ...  4-  *£am+q  ,  =  o, 

qui  équivalent  aux  équations  (18')  moyennant  les  relations  S~.  On 
passe  des  coefficients  B  et  a  aux  A',  et  inversement,  par  une  substitu- 
tion linéaire  S?  à  coefficients  indépendants  de  m. 
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Si  nous  Formons  les  différences 

nous  voyons  que  les  premières  son  1  inférieures  à  (  -'',''  " +  £)   •  Quanl 
aux  secondes,  elles  se  présentent  sons  la  forme  du  produil  de 

'  '/«, ./    i  '  'm  I  1,7—1 

par  un  déterminanl  cô£'     ,  se  déduisant  du  déterminanl 


m  '  q     />     i 


'ni  \-'lq     />     U 


ni  I  </      I 


1  //;  i  /i     I 


'm  '  i/  >-p-2 


m  i  i/     t 


par  la  suppression  de  la  dernière  ligne  et  de  l'une  des  />  dernières 

colonnes,  et  qui,  par  conséquent,  esl  moindre  quel    -  ,    v  /(    h£j    ou 

\  P      P  / 

que|  l9  ,  ;   4- e j  . 

Les  limites  «les  quantités  a  sont  d'ailleurs  nulles,  ainsi  qu'on  le 
reconnaît  en  résolvant,  par  rapport  aux  a,  les  p  premières  équations 
(  25  >,  où  les  H,  qui  sont  des  quantités  finies,  sont  regardés  comme 
connus;  et  si  B  ;  désigne  la  limite  de  l>,f  pour  m  augmentant  indéfi- 
niment, le  système  de  nombres  I»  '  ,  B(2),  ...,  B{q~p),  o,  o,  ...,  o  esl 
celui  même  que  Ton  déduit  du  système  A' '\  . ..,  A'w  par  la  substi- 
tution 2?,  de  sorte  que  la  somme  <:/„,  v-h  A :,) a,,,,, „  ,  +  ...+  Aig)am  est, 
moyennant  les  relations  S7  et  2?,  identiquement  égale  à 


'  m    if 


1>'^ 


/;/     </      I 


B">  ''/>,„. 


(h) 


Or  cette  dernière,  d'après  les  évaluations  obtenues  pour  B(A)  —  B„ 


et  a(Â)  —  y.\n  ,  est  inférieure  à  i  j1'    -+- 
Nous  avons  donc  formé  un  polynôme 


«l(ar)=i  +  A''. 


A   «a* 
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tel  que  le  produit  <$'(oc)f(x)  soit  holouiorphe  dans  un  cercle  de  rayon 
plus  grand  que  p  [p"  =  -//' 

Comme  cela  était  évident  a  priori,  ce  polynôme  <%'  contient  en  fac- 
teur le  polynôme  <£p;  il  est  identique  au  produit 

<8p(i  -+-  B{l}x  -+-  . . .  +  W>-p}.r'i  i'  ). 

11  n'existe  d'ailleurs  pas  de  pareil  polynôme  $'  pour  un  degré  g  —  i 
moindre  que  q\  sans  quoi,  si  l'on  désignait  par  c,n  les  coefficients  du 
produit /"$'.,  le  déterminant  D,„  q  ,  pourrait  s'écrire 


*-'m,q—i  — 


l/n-hp—i  "m  "m+q—i—p—i 


lm+q-i        •••        "m+q-t-p—i—i         "m+q—i         U/>t+-2{q—i)—p-\         ^m+q-i 


et  sa  racine  mieme  aurait  une  limite  supérieure  moindre  que  — , — = r, 

r  l        aPp'Q—'-P-*-* 

ce  qui,  d'après  nos  hypothèses,  ne  peut  arriver  que  pour  i  =  o. 

La  fonction  f(x)  admet  donc  p  pôles  sur  la  circonférence  de  rayon  p 
et  q  —  p  sur  la  circonférence  de  rayon  p'  (chaque  pôle  étant  compté 
avec  son  degré  de  multiplicité).  Ces  pôles  exceptés,  elle  est  régulière 

dans  un  cercle  de  rayon  p"  =  -y-1  • 

tq 

21 .   Rien  n'empêche  de  recommencer  à  nouveau  ces  raisonnements. 

Premièrement,  on  démontrera  que,  pour  P  =  <7,  les  limites  supé- 
rieures de  D,„  ,,  et  de  D^' ,,  sont  au  plus  égales  à  „  ,„  „  „„  ,^,  En  dési- 
gnant  par  /•  la  plus  petite  valeur  de  P  telle  que  /,,  soit  moindre 
clue       iq-p  nf-q+i'  on  remarquera  d'abord  que  l'inégalité 


(26)  lim.sup.7|DïiP|<4 

m  =  00 

est  vérifiée  pour  les  valeurs  de  P  comprises  entre  q  et  r,  comme  elle 
l'était  déjà  pour  les  valeurs  moindres  que  q,  et  l'on  partira  ensuite  de 
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la  relation 


pour  effectuer  des  opérations  analogues  aux  précédentes  (  '  )  et  calculer 
un  polynôme  £*  tel  que  Le  produit  f<S"r  soit  holomorphe  dans  un  cercle 
de  rayon  plus  grand  que  p".  On  démontrera,  comme  tout  à  l'heure, 
qu'il  ae  peut  exister  aucun  polj  nôme  <8"  de  degré  moindre  que  /•• 
Notre  fonction  est  donc  méromôrphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 

rayon  p"'  —  -Ci-  Elle  admet  dans  ce  cercle  r  pôles,  à  savoir  p  de  mo- 

dule  p,  ûr  —  />  de  module  p',  /•  —  q  de  module  p". 

On  pourra  continuer  ainsi  tant  que  l'on  trouvera  des  valeurs  de  I* 
satisfaisant  à  l'inégalité 

(27)  ,''<';-' 

et,  par  conséquent,  on  peul  énoncer  les  conclusions  suivantes  : 

Le  rapport   -.  '  ne  va  jamais  en  diminuant. 
Si  pour  I*       I"  .  ce  rapport  prend  une  râleur 

supérieure  à  .''   ~"'<   /<•/  fonction   f (a?)  e#*  méromôrphe  à  l'intérieur 

(Vun   cercle  de  rayon  p()v);  elle  y  admet  en  tout  P{1)  pôles  (chaque 
pôle  étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité  ). 


(')  Nous  avons  utilisé,  pour  la  transformation  des  déterminants  D^V  et  «les 
équations  (18'),  les  relations  linéaires  qui  permettent  d'exprimer  les  coefficients 
am+p,  .  .  .  ,  am+q  en  fonction  de  am,  .  .  .  ,  am+p^i  et  des  b. 

Les  relations  analogues  qu'il  convient  d'employer  ici  sont  celles  qui  donnent 
am+P  en  fonction  linéairede  am,  .  .  .,am+l,„x,  b,„,  .  .  .,  bm  ^i-,,-\,  cm,  .  .  . ,  c/,i+P_7_, 
(c„,  désignant  un  coefficient  du  produit /*%'),  et  de  même  les  substitutions  des 
opérations  suivantes  introduiraient  4,  5,  ...  séries  de  coefficients. 

Au  reste,  il  faut  remarquer  que  ces  relations  ne  servent  qu'à  la  démonstration. 
Elles  n'interviennent  pas  dans  le  calcul  des  polynômes  <$. 
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Si  l'on  a 

p(X+i)_  ,  +  p(>0 

/(x)  n'admet  qu'un  seul  pôle  x  =  \  sur  le  cercle  de  rayon  p())  et  le 
polynôme  <£(Ul>  est  égal  au  produit  tf(>J  (i  —  |Y  Or,  dans  le  poly- 
nôme <£(X),  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  est  lim  . .  "1,p(X>  , 
et  dans  le  polynôme  ^+,>,  il  est  lim  D'"^0+u  .  L'affixe  du  pôle 
unique  est  donc  donnée  par  la  formule 

(28)  ;  =  lim  -— ^ —  :  — =ii , 

m  =  .   JL)/«-i.  l'i A»      L>m-1,  pl^+'l 

et  les  erreurs  commises  en  s'arrêtant  aux  valeurs  successives  de  m  di- 
minuent comme  les  termes  d'une  progression  géométrique  décroissante 

ayant  pour  raison  -j^-^  • 
P 

22.  Si  nous  envisageons  ia  suite  des  quantités  /, ,  A,,  ...,  /t>,  ..., 
nous  sommes  conduits  à  distinguer  les  cas  suivants  : 

i°  A  partir  d'un  certain  moment,  l?  devient  nul.  La  fonction  n'a 
dans  tout  le  plan  qu'un  nombre  limité  de  pôles.  Elle  est  égale  au  quo- 
tient d'une  fonction  holomorphe  par  un  polynôme  entier. 

20  Le  rapport  ■—-  tend  vers  o  lorsque  P  augmente  indéfiniment. 

Notre  fonction  n'a  que  des  pôles  dans  un  cercle  de  rayon  aussi  grand 
qu'on  le  veut.  Elle  est  donc  méromorphe  dans  tout  le  plan. 

Nous  avons  d'ailleurs  tous  les  éléments  nécessaires  pour  former  la 
fonction  holomorphe  G  (x)  qui  admet  pour  zéros  les  pôles  de/(x), 
avec  le  même  ordre  de  multiplicité. 

En  premier  lieu,  les  modules  des  pôles  successifs  sont  les  valeurs 

de  -y1-1-  Le  genre  de  la  fonction  G  (a?),  s'il  existe,  sera  un  nombre  y 
tp 

tel  que  la  série  Vf  y  —  j    soit  convergente. 

Si  ce  nombre  est  égal  à  1 ,  la  fonction  G  (a;)  sera  la  limite  du  produit 
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convergent 


\\(,- 


./•„  étant   l'affixe  il u  niim'  pôle,  el  par  conséquent  la  limite,  pour  X 
Infini,  du  p<>l\ nôme 


$<»(*)=  ]J(i 


■  '■ 


Si  le  nombre  y  esl  supérieur  à  i.  <>n  sa i i  qu'il  faudrait  multiplier 
chacun  des  facteurs  (  i )  par  e  " 

P(>0 

Or  la  somme  V      '    ■+-  ''.,-+-...+   ''   ,)  constitue  1rs  7—1  prc- 

n  =  l 

P 

miers  termes  du  développement  <1<'  V(       z~~)  =  ;/~.  ^°8 '  l--°  (  •'")• 

n  =  l 

La  fonction  (>  (x)  sera  donc  la  limite,  pour  A  infini,  de  l'expression 


y,    .  , ,/  1 


où  Q\(x)  désigne  l'ensemble  des  y  —  1  premiers  termes  dans  le  dévc- 
loppemenl  de   .    log<P(>)  (a?)  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 

Si  enfin  il  n'existait  pas  de  genre  fini,  il  faudrait  calculer  les 
affixes  (]"<  différents  pôles  et  appliquer  telle  quelle  la  méthode  de 
M.  Weierstrass. 

Dans  ces  différents  cas,  on  peut  d'ailleurs  obtenir  le  développement 
tavlorien  de  G(x). 

La  fonction  G(.r)  est  en  effet  la  limite  de  fonctions  holomorphes 


Gtox  =  ato  +  cfix 


H-a'V''  4-  . 


où  les  coefficients  a{l)  peuvent  être  considérés  comme  donnés  par  la 
formule 

■>i-  L      z"1  ' 
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G  désignant  un  contour  fermé  décrit  autour  de  l'origine  et  que  nous 
pourrons  supposer,  pour  fixer  les  idées,  intérieur  au  cercle  de  conver- 
gence primitif. 

Sur  ce  contour,  G(l)(z)  tend  uniformément  vers  sa  limite  G(z) 
quand  X  augmente  indéfiniment  et  par  conséquent,  dans  les  mêmes 
conditions,  a^  a  pour  limite  am. 

La  fonction  G(V)  étant  ainsi  calculée,  le  produit /(./;)  G  (.r)  sera 
une  fonction  F(x)  holomorphe  dans  tout  le  plan,  et  dont  la  multipli- 
cation des  séries /  et  G  nous  fournira  d'ailleurs  le  développement;  de 
sorte  que  nous  aurons  l'expression  de  la  série  donnée  sous  forme  du 
quotient  de  deux  fonctions  entières 

3°  Le  rapport  ~-  reste  invariable  à  partir  d'une  certaine  valeur 

P(X).  f(x)  est  alors  le  quotient  par  un  polynôme  C£{1)  d'une  fonction 
régulière  dans  un  cercle  de  rayon  p(X) ,  mais  présentant  sur  ce  cercle 
des  singularités  autres  que  des  pôles.  C'est  à  l'étude  de  cette  dernière 
fonction  (dont  on  peut  avoir  le  développement  de  Taylor)  qu'est  ra- 
menée l'étude  de  la  proposée. 

4°  Enfin,  il  peut  arriver  que  le  rapport  ~-  tende  vers  une  limite 

ô  différente  de  o,  de  sorte  que  les  rayons  p{1)  tendent  vers  R.   La 

fonction  /,  méromorphe  dans  chacun  des  cercles  p(X),  admet  une  infi- 
nité de  pôles  dans  le  voisinage  du  cercle  de  rayon  R. 

Nous  pourrons  chercher  à  former  une  fonction  G  (a?)  qui  admette 
pour  zéros  les  pôles  de  /(oc),  en  appliquant  la  méthode  de  MM.  Weier- 
strass  et  Mittag-Leffler. 

Nous  prendrons  d'abord  une  suite  de  nombres  positifs  a())  qui  ten- 
dent ('  )  vers  o;  puis  une  suite  de  quantités  positives  e(X)  telles  que  la 
série  Ss(X)  soit  convergente.  Si  V(X)(V)  désigne  alors  le  polynôme  qui  a 


(*)  Les  pôles  étant  ici  distribués  en  nombre  infini  dans  le  cercle  de  rayon  R 
et  non  point  dans  tout  le  plan,  nous  sommes  obligés  de  modifier  légèrement  la 
méthode  de  M.  Weierstrass,  qui  laisse  les  quantités  a  finies. 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  VIII.   —  Fasc.  II,  1892  '  ' " 
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pour  racines  1rs  affixes  dos  pôles  situés  sur  le  cercle  de  rayon  fA\  autre- 
ment dit  le  quotienl 

log"\  sera  développable  en  série  uniformémenl  convergente 

dans  le  cercle  de  rayon  cl))  a  ".  et  l'on  pourra  en  retrancher  un  poly- 
nôme g}V'>  tel  que  la  différence  ^  logV<x>(a?)-Q<*>(a?)  soit,  à  l'in- 
térieur de  ce  cercle,  moindre  que  z  '  . 

D'ailleurs  :  "  y"  tend  vers  1\.  puisque  a(X)  tend  vers  o;  et,  par 
suite,  un  poinl  quelconque  x  pris  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  \\ 
-  ira,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  X,  intérieure  ions  les  cercles 
de  rayons  : '"      y'  ■  II  en  résulte  que  la  série 


2[^logV«>(x)    -O  >>(*)] 


sera  convergente  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  li  ci  que  nous  pour- 
rons prendre  pour  notre  (onction  («(c)  le  produit 

(«,)  J]  v   ,■,,/■••"'■". 

G  est  donc  une  limite  de  fonctions  holomorphes  G"  (  a •),  obtenues  en 
prenant  de  plus  en  plus  de  facteurs  dans  le  produit  infini  (29).  On 

démontrera  d'ailleurs,  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  pour  le  cas  où  — - 

tend  vers  o,  que  chaque  coefficient  de  G  (./•')  est  la  limite,  pour  X  in- 
fini, du  coefficient  de  même  rang-  dans  Gw(;r),  et  l'on  pourra  ainsi 
développer  G  en  série. 

La  multiplication  des  fonctions  f  et  G  fournira  une  fonction  F 
holomorphe  également  dans  le  cercle  de  rayon  1\.  L'étude  de  la  fonc- 
tion donnée  est  donc  ramenée  à  celle  de  deux  fonctions  F  et  G,  holo- 
morphesdans  le  cercle  R,  mais  présentant  sur  ce  cercle  des  singularités 
non  polaires,  et  dont  on  peut  obtenir  les  développements,  /sera  donnée 
par  le  quotient  de  ces  deux  fonctions. 
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25.  Si 

(3o)  Hx)=  C0-+-C,x+  ...  -+-Cmx'"  -h  ... 

désigne  une  fonction  régulière  à  l'intérieur  d'un  certain  cercle  et  ne 
s'annulant  pas  à  l'origine,  de  sorte  que  C0  est  différent  de  o,  les  ré- 
sultats précédents  nous  fournissent  une  méthode  pour  calculer  les  zéros 
de  '\>(x)  à  l'intérieur  de  ce  cercle;  car  les  zéros  de  ty(x)  sont  les  pôles 
de  la  fonction 

( 2' )  f(x)  =  fT^j  =  a*  ■+■  a* x  -+■  '  •  '  +  a<» x'"  '■+-"• 

C'est  à  cette  manière  de  procéder  que  revient,  au  fond,  la  formule 
de  Bernoulli,  qui  donne  la  racine  de  plus  petit  module  comme  limite 
du  rapport  de  deux  coefficients  consécutifs  dans  le  développement 
de  la  dérivée  logarithmique.  Il  suffit,  en  effet,  pour  obtenir  cette 
formule,  d'appliquer  à  la  dérivée  logarithmique  la  proposition  du 
n°  14. 

M.  Runge  (')  a  généralisé  la  formule  de  Bernoulli  en  obtenant 
sous  une  forme  analogue  la  vieuie  racine  d'un  polynôme  (en  suppo- 
sant les  racines  rangées  par  ordre  de  module  croissant).  Les  mé- 
thodes données  dans  les  Chapitres  précédents  conduisent  à  des  résultats 
équivalents,  mais  applicables  à  une  fonction  quelconque  dans  tout 
cercle  où  elle  est  régulière.    En  supposant  calculés  les  coefficients 

a(),  .  . . ,  am,  ...  de  — ; — ->  la  racine  de  rang  P(X),  si  elle  est  seule  de  son 

module,  sera  donnée  par  la  formule  (28).  Si  plusieurs  racines  ont  le 
même  module,  on  les  obtiendra  ensemble  comme  racines  d'une  équa- 
tion algébrique  formée  en  égalant  à  o  le  quotient  de  deux  polynômes  $ 
consécutifs. 

Le  calcul  des  coefficients  am  et  des  déterminants  D/n„  à  Taide  des 
coefficients  C  de  la  fonction  donnée  peut  d'ailleurs  se  faire  de  la  façon 
suivante. 

En  développant,  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  le  produit 

(')  Acta  mathemalica,  t    VI,  p.  3i6. 
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i\  .1  1 1- '.  i  ).  qui  «-si  égal  à  1.  nous  aurons,  pour  déterminer  les  ooetfi- 
cients  a,  les  équations 


(3i) 


i  =  </„<;„, 

o      a0C,  -  o,C0, 


o      a,(  '        '/,  <  ',„  i  •  . . .  -+-  a,J  )e. 
De  ces  équal  unis  mous  tirerons 


i  ;-,  i 


a,n  = 


(  !,         C0     <>      o 
(  '..,         G]     G0    o 


0 


*2 \ .  Pour  calculer  les  déterminants  DOT  „,  nous  utiliserons  les  for- 
mules i  2ii  i  et  (  2 1  I. 

I  >ans  ces  formules,  on  suppose  que  la  fonction  /\  x  |  a  été  multipliée 
par  un  poK  nôme 

.-ï- a,;  ,•  +  ...  + a;;,- 

tel  que  le  produit 


(i+A>  +  ...  +  Al;V)/W 


i  +  A^l'j?  +  ...-i-Al„/,".w 


manque  des  termes  en./'"  **,  ./;'"+/'-  ' r»»+2i>  i^  (.(  ja  quantité 

(2.; 


H  - 


i» 


esi  égale  au  coefficient  de  x'"  2/'. 

Nous  égalerons  donc  le  produit  f( x)  V  amxm,  non  plus  à  i,  mais  à 
i  -+-  A  '  ./•  -h  ...  H-  A,'"./7',  en  faisant 


a ■=  a. 


=  o. 


«m  2D=H, 
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et  nous  aurons  les  équations 

J     =    doaG, 

o  =  C/h., a0  -h Cpa[     -+-...  4- C.a^.,, 

o  =  Cp+2a0-hCp4.ta\+  ...~t-Ctàp+l  4-C0ap+2, 


<o  =  C 
o  =  C. 


i37 


m+p—  l  l'  ii 


,a. 


H-GpO^^,, 


o  =  C 
o  =  C 


m+2p—  \  ^*o 


m+2p&  t) 


y-ipL,i>i  \-p- 1  • 
C      a' 


HC, 


Nous  n'avons  pas  écrit  les  équations  obtenues  par  la  comparaison 
des  coefficients  de  x,  a?2,  ...,  ocp,  car  elles  ne  serviraient  qu'à  don- 
ner la  valeur  des  paramètres  auxiliaires  A'J/,  A^',  ...,  A^".  Les 
///+/)+i  équations-restantes  donnent 


(34) 

en  posant 


1  ( 
C 


H5)     Em,p  = 


fH-2 


in+p—\ 


m+p 


-m+lp 


II 


G, 


G 


p+\ 


C(1      o 

\s  I  Vj„ 


Ainsi  la   quantité  — 


pip+D 


c0 

c, 


G 


p+i 


ne  change  pas  quand  on  aug- 


(— J 


mente  ou  diminue  p  d'une  unité,  m  restant  le  même.  Or,  pour/?  =  o, 
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Ile  est  égale  à         ,  ■  d'après  la  formule  (32  t.  (  >n  a  don< 


elle 


f 

(36)  !),„,„=  (-■) 


"     E 

1  ■  -  / 


G»*+»a»+i 


Telle  esl  L'expression  de  Dra>p,  qu'il  suffira  de  reporter  dans  La  for- 
mule y  28  )  pour  calculer  la  racine  H. 

'2,'».  Au  lieu  de  considérer  la  limita  supérieure  de  \/ 1  om  j ,  pour  dé- 
terminer  le  rayon  de  convergence,  il  revienl  au  même,  iiinsi  que  nous 
L'avons  déjà   remarqué  (n°  '*).  «le  chercher  La  limite  supérieure  de 

L  |  o„,  | 

m 

La  recherche  <lcs  discontinuités  polaires  situées  sur  le  cercle  de  con- 
vergence  peut,  dès  lors,  être  regardée  comme  un  cas  particulier  du 
problème  suivant,  que  nous  allons  traiter  el  dont  la  solution  nous 
sera  utile  plus  lard  : 

Etant  données  la  série 

(2)  ./'(■/•  )  =  a0  +-  atx  +  ..  .4-  alirrm-h  . . . 

et  une  fonction  positive 

M  =  <p(m), 

qui  augmente  constamment  et  indéfiniment  avec  /??,  mais  de  telle 
façon  que  -  j±- — — —  tende  vers  1 ,  soit  co  la  limite  supérieure  pour  m 

•      s>      •        J     J-*  I  O-m  I 

in  uni,  de       .,  '•• 

Exprimer  qu'en  multipliant  la  série  (2)  par  un  polynôme  de 
degré  p  convenablement  choisi 

(1 2)  <£p  =  t  -h  A(,).r  H-  A<2)#2  +  .  .  .  -f-  A!iJ).c>>, 

on  peut  diminuer  la  valeur  de  cette  limite  supérieure,  c'est-à-dire 
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qu'en  opérant  sur  la  nouvelle  série 


i3o, 


f(x)^(x)=^àbmxm+? 

comme  sur  la  première  et  formant  la  limite  supérieure  de  'J j   '"  , 
on  trouvera  une  quantité  tu'  plus  petite  que  co. 

Afin  de  simplifier  l'écriture,  nous  conviendrons  de  représenter  indis- 
tinctement par  la  lettre  6  divers  nombres  de  module  inférieur  à  i,  et 
par  la  lettre  £  différents  nombres  infiniment  petits  pour  m  infini.  Nous 
pourrons  écrire,  avec  cette  nouvelle  notation, 


(37) 


"m  —  djn+p    '     -'*■      **m+p- 


A<*ïaJB  =  8M*'+e. 


Dans  cette  égalité,  remplaçons  m  successivement  par  m0,  m,,  .... 
mp,  où  m0,  m , mp  sont p  -h  i  entiers  tous  très  grands.  Nous  au- 
rons 


^*m0+p     *     ■**■    '  Q/m„-\-p—\ 


a         _i_  Am«  -+-        -+-  \'p)a     —  6Mw'+e 

Nous  considérerons  maintenant  le  déterminant  d'ordre  p  -+-  i 


(38) 


A'' 

in„.  m,,' . . .   m 


a, 
a„ 


"m0+p 


a 


rrin+p 


Chaque  colonne  de  ce  déterminant  correspond,  comme  on  le  voit,  à 
l'un  des  indices  m0,  mt,  . . .,  mp.  Le  mineur  relatif  à  l'élément  ami+/., 
pris  dans  la  colonne  correspondant  à  l'indice  mh  étant  désigné  par  la 

notation       .       ,  la  formule  (37)  montre  que  notre  déterminant  peut 

se  mettre  sous  la  forme 

37 v  om  H-  — hm  -h  .  .  .  -f- b     . 
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Il  \  aura  donc  au  moins  une  valeur  de  i  pour  laquelle  on  aura 


et,  par  conséquent, 


\(p)\<p 


()\  i' 


om;;1  \ 


d'où  la  conclusion  suivante  : 


Si,  pour  chaque  déterminant  A,/,'1.     ,v  on  prend  la  plus  petite 

A*'"  ,       .. 

,  la  limite  supérieure,  pour  m0,  . .   ,  mp 


des  quantités  .  ..  l^ 


dJJTF) 


infinis  (n°  3)   du  résultai  ainsi  obtenu  (')  devra  rire  plus  petite 
que  eu,  au  plus  égale  à  o/. 

26.  Réciproquement,  supposons  que  cette  condition  soil  vérifiée 
pour  une  certaine  valeur  de  p,  et  que  Ton  arrive,  en  suivant  la  marche 
indiquée  ci-dessus,  à  une  limite  supérieure  moindre  que  tu.  Nous 
pouvons  admettre  que  cette  valeur  de  p  est  la  plus  petite  pour  laquelle 
il  en  soil  ainsi,  et  que  par  conséquent  il  existe  des  déterminants 
£p-"         à  indices  tous  aussi  élevés  qu'on  le  veut,   tels  que, chacun 

des  quotients     J^_,n  soit  supérieur  à   Mf~8.  Pour  abréger,  nous 

d(i,  k) 
donnerons  à  ces  déterminants  le  nom  de  déterminants  principaux. 
Ainsi,  l'on  a,  pour  un  déterminant  principal, 


à{i,  k) 


=  Î-Mi 


(  /,  k  =  o,  I,  2. 


i). 


(l)  Nous  considérons  tous  tes  quotients  — ,   au  lieu  de  nous  en  tenir, 


di,  k 

comme  notre  raisonnement  nous  l'indiquait,  à  ceux  pour  lesquels  le  nombre  k 
est  égal  à  p.  Il  est  clair  que  la  conclusion  donnée  dans  le  texte  subsiste  a  for- 
tiori dans  ces  nouvelles  conditions. 
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Au  lieu  du  déterminant  A(/,_0,  nous  introduirons  un  déterminant  (D, 
défini  de  la  façon  suivante  : 

Au-dessous  du  déterminant  Aip~,].  écrivons  la  liçne  a,„  .„,  ....  a„  J.„. 
Nous  formons  ainsi  un  tableau  rectangulaire 


(3g) 


«*.! 

arnp_,  i 

^/«j+U 

•  •  )          amp-,  hl  î 

&ma+p-  1  ) 

amp_t+p- 

&ma+p) 

'  '"'!•- '+/'* 

ffi  sera  le  plus  grand  déterminant  déduit  de  ce  tableau  rectangulaire 
par  la  suppression  d'une  des  lignes,  soit  la  ligne  de  rang  h. 

Le  nombre  h  ne  pouvant  avoir  que  p  -h  î  valeurs,  il  est  clair  qu'on 
pourra  toujours  trouver  des  déterminants  principaux  à  indices  aug- 
mentant tous  indéfiniment,  et  pour  lesquels  h  ait  la  même  valeur.  Pro- 
visoirement, nous  ne  nous  occuperons  que  de  déterminants  principaux 
choisis  de  cette  façon,  c'est-à-dire  pour  lesquels  h  aura  une  valeur 
déterminée,  la  même  pour  tous. 

Le  mineur  de  uD  relatif  à  l'élément  ami+k,  pris  dans  la  colonne  cor- 
respondant à  l'indice  mh  sera  encore  désigné  par  la  notation 


Le  déterminant  ®  jouira  de  la  même  propriété  que  le  détermi- 
nant A(/7-,),  et  l'on  aura  aussi 


iô 


(4o)  r     '        ,  =  JM,M  e0'=o,  ....  p  -  -  î:  /-=  0,1,2,  ...,//  -  ï.h  +  î.  ...,  p) 


\  — 


*). 


Considérons,  en  effet,  l'un  des  mineurs    .    /.    ,   que  nous  pouvons 

supposer  différent  de  o,  sans  quoi  le  quotient  correspondant  serait 
infini,  ce  qui  est  une  manière  de  vérifier  l'inégalité  (4o).  Nous  pouvons 
déterminer  des  paramètres  Ay  (j  prenant  toutes  les  valeurs  de  o  à 
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/>.  les  valeurs  //  el  k  exceptées)  par  les  />      1  équations 


2*>a 


'»>„+'>• 


XV'-  / 


iO 


\  '\l°nh     ^i     '         ",.. 


$%«w,  ,+>  =  a 


ZJ^jam,  " 


et,  si  Q  désigne  le  quotient 


I  (a) 


o 


t>(0 


:  »  on  aura 


d(i,*)J 


mais  d'autre  pari,  ûD  étant  différent  de  o,  on  peul  déterminer  les  coef- 
ficients a0,  :  ■:, ::/(  ,,  (*„_,_,,  ....  a.,  par  les/>  équations 


a  m„-A 


=  a0a„ln    -h  a,  a. 


x„a„,     -h  a,  a. 


.-ha,   ,a 


■**+!«*,  a  i    -*----H-a/,«OTo. 


•  ■-*-«*     !«,»,-.  A-l       +  <*/,+!«/«  ,+A+l       H" 


-f  /)l 


■«^-^ 


(43) 


am>+h    =OLaam    -halami+i    ...  H-a,,,./',,,.^,-,    h- cih+iamH:h+i    +...-hapam.+p, 


",, 


-j.ji, 


,  -a»  .,+, •  •  •  H-  a«_iO«f_,  m-iH-*^  !««,,  ,^-m  4- ...  4  a„a 


a ,  <7 


/>    /«,,_, +pi 


et  même,  à  cause  des  hypothèses  faites  sur  le  déterminant  Œ>,  tous  les 
coefficients  a  seront  plus  petits  que  i  en  valeur  absolue.  Le  coefficient 
a  est  d'ailleurs  différent  de  o,  sans  quoi  le  déterminant  Aip~i}  serait 
nul  ;  en  sorte  que  nous  pouvons  résoudre  les  équations  (43)  par  rapport 
à  a,„o+p,  ami+p,   ...,  amp_^p  respectivement.  Ces  valeurs,  transportées 


ESSAI    SUR    L'ÉTUDE    DES    FONCTIONS.  r  4 3 

dans  les  équations  (  \  i)  et  (42  ),  donnent  les  relations 

f*o««„    ■+-  f*i  «*0+1    +  • .  •  -h  ;J7,_1a//;^/,._1    =  o, 


(44) 


|Ao«mrJ|  -+-  H-i«,„,-+1+i  H--  •  •  "H  (V-i^W.+p-i  =  O, 


Les  coefficients  [/.A  et  piA,  ayant  respectivement  pour  valeurs 

u.,,  =  -£,         uA.  =  -  1  -  -£  a*, 
/'  /> 

sont  liés  par  la  relation 

(45)  a,  +  a,,;;..,  =—  1; 

d'où  résulte  que  l'un  au  moins  de  ces  coefficients  \xh  et  (jla  est  supérieur 
à  ^,  puisque  aA  est  plus  petit  que  1 .  Or  les  deux  quotients  ,-,,,„  , , .,  et 


A(/>_1)       -  *•  *  h      <   1     -  //,\  «  Q       Q 


égaux  respectivement,  d'après  les  équations  (44) ,  à  —  et 


sont  supérieurs  à  M,w-£.  Il  en  est  donc  de  même  pour  Q,  ainsi  que  nous 
l'avions  annoncé. 

27.   Cela  posé,  au  tableau  rectangulaire  (3g),  adjoignons  une  der- 
nière colonne  composée  des  éléments 

mp  désignant  un  indice  très  grand,  mais  plus  petit  que  chacun  des  indices 
m„, . . . ,  //*,,_, .  Nous  obtenons  un  déterminant  A)//o'Wi ,„  .  Par  hypothèse, 


I  II 


I.      Il  U>\  V  \IU>. 


ce  déterminant  contient  un  mineur  ,  .  .,  tel  que  le  quotienl 

<)  (  I .  A  )  '  ' 


A  /' 


'.  k) 
soit  plus  petil  que  M" 

Si  d'abord  i  est  égal  à  />,  ou  peut  supposer,  (Tapirs  la  manière  dont 
lions  a\ons  formé  le  déterminant  ©,  que  le  mineur  en  question  n est 
autre  que  CD. 

Supposons  maintenant  que  i  soil  différent  de  />.  On  peut  d'abord 
prendre  A-  =  //  :  car,  si  A  est  différent  de  A,  l'identité  bien  connue  entre 
les  mineurs  d'un  déterminant  nous  donne 

°  <y(  /.  /,  i    '"  <;(/;,  A)  à{i,h)  ~~        d(i,  /.  I  ' 
égalité  dans  laquelle  les  remarques  précédentes  permettenl  de  rem 
Placer  AW'  dô5jE)'  dUT)  resPectlvemen1  l,ar  %/./..  Nl-     '9(ô'Mr' 

ce  qui  conduit  à 


fU"" 


d(i.A) 


Nous  pouvons  donc  substituer  le  mineur    .  ---  ■—  au  mineur    .,  .   . .  • 
'  d(i,  h)  à{i,k) 

Mais  au  mineur  ,     on   peut   substituer  le  déterminant  (0.    En 

d(i,  k)  *■ 

effet,   l'élément  am  peut  se  mettre  sous  la  forme  0M;(f+s,  et  l'on  peut 

écrire  sous  cette  même  forme  les  coefficients  am  +l,  ....  aOT      ,  à  cause 

des  hypothèses  faites  sur  la  fonction <p (m).  Le  déterminant  ,. .  , .  étant 
égal  à 


d(i,o)a'"r 


d{i,h  —  L)amrhh-i 

àtO 


<)((,  h  +  i) 


a. 


il  existe   au   moins  un   indice  j  tel  que 


d(£ 


d(ij) 


Ma>+e 


Or  (D  est  supérieur  à 


d<  D 


soit    moindre  une 


à(i,j) 


à(i,h) 

M?'1.  On  a  donc 


®!> 


M"    :' 
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et  cette  inégalité,  comparée  à  l'hypothèse 


i45 


A('>  I  < 


nous  donne 
d'où,  a  fortiori, 

(46) 


dU,  h) 


Mr-, 


A^1 


< 


AI' 


M' 


\(P! 


(Q 


<m;:'+% 


puisque  nous  avons  supposé  mt  plus   grand  que  mp,  et  par   suite  M, 
plus  grand  que  Mp. 

En  un  mot,  on  peut  toujours  supposer  que  le  mineur  ,     n  est 

autre  que  (Q. 

Si- nous  envisageons  le  système  des  paramètres  a0,  a,,  ...,  aA_f, 
a/i+l ,  . . . ,  a^,  définis  par  les  équations  (43),  cette  inégalité  (  \6)  montre 
que,  pour  tout  indice  n  plus  petit  que  chacun  des  entiers  m0,  ..., 
fn„_,,  on  a 


■  p-\  > 


(47) 


OL,,a 


a.  a, 


y* 


28.  Soit,  à  présent,  un  second  déterminant  principal  A^'"'1  „  _  , 
les  indices  /i0,  tit,  ...,  nt,__x  étant  tous  très  grands,  mais  cependant 
inférieurs  aux  indices  m0,  . . .,  mp_x .  A  ce  déterminant  Aj£~||_in  cor- 
respond un  déterminant  Œ)'  se  déduisant  du  nouveau  déterminant 
A(/,_;i  comme  ce  se  déduisait  de  l'ancien,  en  faisant  intervenir  un  in- 
dice Zt  que  nous  supposerons  être  le  même  dans  les  deux  cas,  conformé- 
ment à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut.  On  peut,  avec  cette  nouvelle  série 
d'indices,  former  un  système  d'équations  analogues  aux  équations  (43) 


(43') 


a, 


=  y-.ji, 


a ,  a, 


■+■■ 


'■Jk-l<*„.+A-l 


■/<+\Ll> 


a ..  a 


"„  »/'' 


^p_,-(-A 


=  3C„ûf, 


a,  <7, 


y-/4-i 


^l"'". 


Si  maintenant,  dans  l'équation  |  17  \  nous  remplaçons  n  successi- 
vement par  »0,  n{ np  ,,  nous  obtenons  p  nouvelles  équations 

que  le  système  (  V>  )  permet  de  mettre  sous  la  forme 

(a0      '•,)"„,  +  («,  -  *\)aHrH+ 

■  («,  *;k+„  ônît8, 

-h (aA_ ,  -  aA  ,  ) a^  „,,  ,4- (aA+ ,  -  aA , ,  ) aKf  rH+l+ , . . 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  --  „  ....  a,,  —  ql'p  : 

en  ayant  égard  aux  relations 

1  1     ddty 


(0'  d(i,  *) 


nous  voyons  que,  si  n0  es!  le  plus  petil  «les  entiers  //„,  . . .,  //,_, ,  on  a, 
pour  chaque  valeur  de  X, 


a-,  = 


W«d     '■  ' 


Cette  conclusion  a  été  établie  en  supposant  que  tous  les  //  sonl  plus 
petits  que  chacun  des  m.  Mais  elle  subsiste  pour  tout  système  de  va- 
leurs suffisamment  grandes  des  m  el  des  n.  Car  on  peut  prendre  un 
déterminant  principal  auxiliaire  formé  avec  des  indices  plus  grands  à 

la  fois  que  les  m  et  que  les  n.  Si  a*, tth  ,,  *'h+t,  . . . ,  a*  désignant 

les  quantités  analogues  aux  a  et  aux  a'  calculées  à  l'aide  de  ce  nouveau 
déterminant  principal,  l'équation  (49)5  ayant  lieu  pour  les  différences 
a,  —  a>   d'une  part  et   a-J  —  a>   d'autre   part,    est  aussi    vérifiée    par 

Il  en  résulte  que  a>  tend  vers  une  limite  quand  les  indices  m0,  ... , 
mp_  ,  augmentent  tous  indéfiniment  sans  que  le  déterminant 

cesse  d'être  un  déterminant  principal. 
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La  limite  de  a^  étant  désignée  par  —  A7'  '\  on  a,  pour  n  très  grand, 
la  relation 

(5o)       A^  +  A^a,,  ,+   . .+  A™an+p  +  an+A  =  0Nw'+e, 

car  la  quantité  Y,>+£,  étant  supérieure  à 

a0 an  -4-  a ,  «,M. ,  -h. . . H-  a/;a„+/,  -  a„+A 

d'après  la  formule  (4;  ),  est  aussi  supérieure  à  sa  limite. 

On  en  conclut  tout  d'abord  que  A(0)  n'est  pas  nul,  sans  quoi,  en 
raisonnant  sur  la  formule  (5o)  comme  nous  avons  raisonné  au  n°  25 
sur  la  formule  (37),  on  démontrerait  pour  le  déterminant  A^-0  une 
conclusion  analogue  à  celle  que  nous  y  avons  établie  pour  le  détermi- 
nant A(p),  ce  qui  serait  contraire  à  nos  hypothèses.  Le  rapport  — — 

tend  donc  vers  une  limite  linic  et  différente  de  o,  et,  par  conséquent, 
la  relation  (46)  subsiste  en  y  remplaçant  Œ>  par  \(p~,}.  Comme  toutes 
les  propriétés  précédentes  découlent  de  cette  relation  combinée  avec 
la  formule  (4°)j  on  peut  substituer,  dans  les  considérations  que  nous 
venons  de  développer,  le  déterminant  A(p~,}  au  déterminant  (D,  et  sup- 
poser h  =  p.  Dans  ces  conditions,  la  relation  (5o)  devient 

A^a„-h  A(p-1  a„+i-h.. .  -h  A")fln+i)_,  +  an+p  =  6Nw'+e. 

Cette  relation  n'étant  autre  que  la  relation  (37),  nous  avons  dé- 
montré que  la  condition  nécessaire  trouvée  au  n°  *2ti  est  aussi  suf- 
fisante 

Pour  obtenir  les  coefficients  A,  on  voit  qu'il  faut  choisir  des  déter- 
minants principaux  à  indices  de  plus  en  plus  élevés  et  résoudre  les 
équations  (43)  correspondantes. 

Nous  nous  étions  bornés  aux  déterminants  principaux  pour  lesquels 
l'indice  h  avait  la  même  valeur  ;  mais  cette  restriction  n'a  plus  de 
raison  d'être,  puisque  nous  avons  vu  qu'on  peut  toujours  supposer 
h  =  p. 

En  prenant  comme  valeurs  approchées  les  quantités  a  calculées 
à    l'aide    d'un    déterminant   principal   quelconque,    on    commet   sur 
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chaque  coefficient  une  erreur  moindre  que  ^(„  -     >  si  mc  est  le  plus 

petit  îles  indices  qui  servenl  à  former  le  déterminanl  principal. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  />  esl  égal  à  i,  1rs  déterminants  Ap~,}  se 
réduisenl  aux  coefficients  am  eux-mêmes.  Si  l'on  écril  le  polynôme  9 

sous  la  forme  9  =  i  -     '  >  on  voit  que  #0  est  la  limite  de     —  >  mais  en 

se  bornant  aux  valeurs  principales  de  <im,  c'est-à-dire  à  celles  pour 

lesquelles  le  rapport     |\.  1,>sl  très  voisin  de  w.  Si  Ton  ne  prenait  pas 

cette  précaution,   on    pourrail    ne  pins  arriver  an  résultat  cherché, 
ainsi  que  nous  le  constaterons  sur  un  exemple. 

Dans  le  cas  simple  par  lequel  nous  avons  commencé  et  qui  corres- 
pond à  l'hypothèse  o(n/)  =  e"\  celle  difficulté  ne  se  présentait  pas  ; 
nous  avons  vu  que  ions  les  déterminants  l(p~i]  à  indices  consécutifs 
étaient  des  déterminants  principaux. 

29.  l.-'s  paramètres  y.  el  a  peuvent  s'exprimer  par  des  quotients  de 
déterminants.  On  a  déjà,  en  effet, 

Q      d  A'/»-»  _      Q      d^p~l) 


dû 

E>    ' 

<)(i.  k) 

et  la  résolution  des  équations  (  /|3)  donne  la  valeur  de  a,,. 

Ce  >  expressions,  reportées  dans  l'égalité  (45),  donnent  une  relation 
qui  peut  s'énoncer,  d'une  façon  générale,  sous  la  forme  suivante  : 

Soit  donné  un  tableau  reetangulaire 


(5i) 


",. 

/>,                ■ 

...       /,, 

a  . 

Z/2, 

■    •       1» 

«3, 

6„ 

■■■        h, 

(l  /i+- 1  i 

V-n       • 

•    ■   •            '/M-  1  5 

comprenant  p  colonnes  et  />  -H  i  lignes.  En  supprimant  la  première 
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ligne,  on  forme  un  déterminant  d'ordre/?  : 

a.,         b.,     ...      /., 


»^9 


^2,3    — 


/', 


I, 


I 


!/HI  ■     ■  '.   '    ■  '  /'-M 

En  supprimant  la  seconde  ligne,  on  forme  de  même  le  déterminant 

a3  A:!  . . .  /:l 
a,  A,  ...  /, 
at         b..      ...      L 


A,..= 


<j>+ 1 


r+* 


où  nous  avons  interverti  les  lignes  de  façon  que  le  déterminant  A3), 
se  déduise  du  déterminant  A2j3  par  une  permutation  circulaire  effec- 
tuée entre  les  lignes  première,  seconde  et  troisième  du  tableau  (5i). 
Enfin  la  suppression  de  la  troisième  ligne  fournit  pareillement  le  dé- 
terminant 

a,         b,      ...      /, 


A,., 


h. 


'/'+! 


Supprimons  maintenant  la  deuxième  et  la  troisième  ligne,  en  même 
temps  que  la  première  colonne;  puis  la  troisième  et  la  première  ligne; 
puis  les  deux  premières;  nous  obtenons  les  trois  déterminants  d'ordre 


Ci 


p-h>. 
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b, 

h,  r, 


i 


o, 


'f>+\ 


k 

i, 

/, 


Cela  posé,  oïl  aura 

A2>a  o,  -+-  A3i,  ôa  i   A1>a  o,       o. 

Ce  fait  peul  se  ramener  à  un  autre  bien  connu,  en  mettant  à  gauche 
du  tableau  (5i)  une  colonne  formée  toul  entière  de  zéros,  à  l'excep- 
tion du  troisième  élémenl  qui  scia  égal  à  i .  <  >u  obtient  ainsi  un  déter- 
minanl 

o      a ,  A,       ...      /, 

/, 

/:, 


O 

"  i 

h 

1 

a, 

b 

0 

"; 

/M-l 


égal  à  A1t2.  Les  mineurs  relatifs  aux  deux  premiers  éléments  nuls  sont 
respectivement  A2>a  etAStl,  tandis  que  les  mineurs  correspondant  aux 
éléments  «,  et  a2  sont  oa  el  S,.  Entre  ces  quatre  mineurs  existe 
bien  la  relation 


A*, a  5|  —  "A8,t  o2 


'I  ,2  u3? 


car  la  suppression  des  deux  premières  lignes  et  des  deux  premières 


colonnes  donne  le  déterminant  ôs. 


30.  On  peut  étendre  la  relation  précédente  à  une  substitution  cir- 
culaire de  n  -+- 1  lettres,  n  étant  un  entier  quelconque  au  plus  égal  à  />. 
Dans  ce  cas,  il  faudra,  pour  former  le  déterminant  A,  supprimer  la 
n  -+-  iieme  ligne,  et,  pour  obtenir  le  détei minant  S,  supprimer  les  n 
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f3T 


premières  lignes  en  même  temps  que  les  u  —  i  premières  colonnes  du 
tableau  (5i).  La  somme  des  valeurs  que  prend  le  produit  Ac,  Lors- 
qu'on permute  circulairement  les  n  -+-  t  premières  lignes  du  tableau 
(5i),  est  encore  nulle  si  n  est  pair.  Lorsque  n  est  impair,  il  faut,  pour 
ol (tenir  une  somme  nulle,  faire  précéder  les  termes  alternativement  du 
signe  ■+-  et  du  signe  — .  En  un  mot,  dans  tous  les  cas,  on  multipliera 
chaque  valeur  par  -f- 1  ou  par  —  i  suivant  que  la  substitution  qui  a 
servi  à  l'obtenir  appartient  ou  non  au  groupe  alterné,  et  la  somme 


S      — 


a9 


b{ 


'p+\ 


(  -  i  )'-'•" 


(-.)" 


k 

In 


P-;  I 


'//— [X-l-J 


"n—  {jh-3 


(%lt+\ 

", 

"            : 

an+2 

,     M 


<l  , 


a. 


p+* 


sera  identiquement  nulle 


p+[ 


'  n— \l  +  2 

'  •!—  ■)-{ -■'. 


I 


I,     2 


U 


'  p+\ 


U, 


p+\ 


ha+2 


c 


/tM    ! 
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Toul  d'abord  ceci  a  lieu  pour//  —  2,  ainsi  <|u<"  nous  venons  de  le  voir. 
Pour  p      n.  le  déterminant  8  se  réduil  à  un  seul  élément,  ri  il  vienl 

/ 

/, 


"., 


/. 


/„ .. 


a. 

•      /, 

/, 

r/_. 

. .      /, 

/, 

«»+.      ■ 

'//+i 

'//-i  1 

Par  conséquent,  si  l'on  veul  démontrer  notre  proposition  pour  cer- 
taines  valeurs  (!»•  n  c\  <lc />,  on  peul  la  supposer  établie,  d'une  pari 
pour  les  sommes  Sn>p  ,,  d'autre  pari  pour  les  sommes  S„  ,,,,-c 

(  )r  la  soin  in  1'  S„  -  es!  une  fonction  linéaire  el  homogène  de  a{ . 

a,  csl  multiplié  par  la  somme 

h.,         .         /., 


h, 
bp+l 


i 


U 


'^1  i 


<p+i 


-  (-   I  )" 


bn+t      ■ 

'  n+  1 

h. 

/., 

/'., 

■■      1, 

!>,,  ,      • 

■■         *-. 

A«.     • 

..     1, 

/>„,,      ■ 

■     u 

hp+{      ■ 

..     / 

bp+i      ■ 

'/)^1 

p+\ 
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qui  est  précisément  une  somme  S„  .,,,.,_,;  et  il  en  est  de  mémo  pour 

Considérons  maintenant  un  élément  a  dont  l'indice  soit  supérieur  à 
n  -h  f  ,  soit  ap+t  par  exemple.  Pour  avoir  le  coefficient  de  ap+n  il 
faudra  supprimer  la  dernière  ligne  et  la  première  colonne  dans  le  dé- 
terminant A  et  dans  ses  transformés.  La  dernière  ligne  du  tableau 
(5i)  continuera  à  être  représentée  par  les  éléments  hp+l  ....  / ,,+  l  qui 
figurent  dans  le  déterminant  o.  On  pourra  développer  encore  par  rap- 
port à  ces  derniers  éléments  et  l'on  trouvera,  pour  le  coefficient  de 
chacun  d'eux,  une  somme  S/lf/,_ ., . 

Ces  différents  coefficients  pouvant  être  supposés  nuls,  ainsi  qu'il  a 
été  remarqué  précédemment,  il  en  est  de  même  pour  Sn>p,  comme 
nous  voulions  le  démontrer. 

On  pourrait  même  aller  plus  loin  et,  au  lieu  d'opérer  simplement  la 
substitution  circulaire  précédente,  effectuer  successivement  toutes  les 
substitutions  d'un  groupe  de  degré  //  -+-  i  contenant  cette  substitution. 
La  somme  des  valeurs  du  produit  A§,  précédées  chacune  du  signe  -+- 
ou  du  signe  —,  suivant  que  la  substitution  correspondante  serait  ou 
non  alternée,  s'annulerait  toujours.  Car,  si  r  désigne  le  groupe  formé 
par  les  puissances  de  notre  substitution  circulaire,  on  sait  que  les 
substitutions  du  groupe  donné  seront  données  par  un  tableau  de  la 
forme 

r     t  r     t  r  t    r 

1,  1)1  j  1215  ■  •  • J  x  r- (   l   1 

où  i,  T(,  ...,  Tr_,  désignent  /•  substitutions.  Or,  en  appliquant  à 
notre  produit  A§  les  substitutions  T,r,  on  obtient  la  transformée  de 
Srt>p  par  la  substitution  T  (multipliée  par  -f-  i  ou  —  i  suivant  que  T, 
est  alternée  ou  non),  et  ainsi  des  autres.  Ces  différentes  transformées 
étant  nulles,  puisque  l'égalité  Sn>p  =  o  est  une  identité,  notre  conclu- 
sion est  établie.  Par  exemple,  la  somme  considérée  sera  nulle  pour 
tout  groupe  transitif  de  degré  premier,  car  un  pareil  groupe  contient 
toujours  une  substitution  circulaire. 

Enfin,  au  lieu  du  déterminant  o,  ou  peut  considérer  un  déterminant 
A' obtenu,  non  plus  en  supprimant  n  —■  i  colonnes  du  tableau  (5i), 
mais  en  lui  laissant  toutes  ses  colonnes  et  lui  ajoutant  n  —  \  lignes 
composées  d'éléments  arbitraires.  Car  ce  déterminant  est  égal  à  une 


I    >  |  J.     Il  \HS  V  SKI». 

somme  de  déterminants  S  multipliés  par  des  coefficients  <pii  ne  < I < * | » < *  1 1 - 
déni  que  des  lignes  ajoutées  et,  par  suite,  les  conclusions  obtenues 
pour  le  produit  Ao  s'appliquent  au  produit  AA . 


TROISIÈME  PARTIE. 

31.  Dans  cette  troisième  Partie,  nous  considérerons  une  série  donl 
nous  supposerons  le  rayon  de  convergence  ramenée  l'unité  par  la 
transformation  <  i  ).  el  nous  rechercherons  commenl  la  nature  des 
singularités  est  liée  à  l'ordre  de  grandeur  des  coefficients.  C'est  la 
marche  qu'a  suivie  M.  Darboux,  dans  le  Mémoire  précédemment  cité 
Sur  l'approximation  des  fonctions  <!<•  très  grands  nombres ,  en 
supposant  d'abord  que   la  fonction  considérée  admette,  autour  de 

A 
chaque  point  singulier  ./,,,  une  partie  principale  de  la  forme  . 

où  y.  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i .  lia  étendu  les  résultats 
obtenus  au  cas  de  «  quelconque,  en  partant  des  relations  qui  existent 
entre  les  coefficients  d'une  série  et  ceux  des  séries  dérivées. 

Pour  appliquer  des  considérations  analogues  à  des  fonctions  aussi 
générales  que  possible,  nous  utiliserons  la  notion  de  dérivée  généra- 
lisée, telle  que  l'a  présentée  Riemann  dans  son  Mémoire  intitulé  I  er- 
such  einer  aUgemeinen  Auffassung  der  Intégration  und  Differen- 
tiation  ('). 

Conformément  aux  conclusions  de  ce  Mémoire  ('-),  a  étant  un 
nombre  quelconque,  positif  ou  négatif,  entier  ou  fractionnaire,  mais 
auquel  nous  ne  donnerons  cependant  que  des  valeurs  réelles,  nous 
désignerons  par  le  symbole  D*f(x)  une  (onction  définie  de  la  façon 
suivante  : 

i°  Pour  «  =  o 

(52)  DÎ/(*)  =/(*)■ 


(!)  Riemann,  Œuvres  complètes,  Ed.  Weber  et  Dedekind,  p.  33 1-344- 
(2)  Riemann  introduit  dans  l'expression  de  Y)*f{x)  certains  polynômes  arbi- 
traires que  nous  supprimons  ici,  parce  qu'ils  sont  inutiles  pour  notre  objet. 
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2°  Si  a  est  négatif,  on  prendra 
(53)  \V,fU)  =  T{l—J\x-  z  )-  -*f(z)dz, 

l'intégration  étant  effectuée  suivant  un  chemin  rectiligne  et  A:  dési- 
gnant un  nombre  tel  que  la  fonction  donnée  soit  régulière  entre  k  clx. 
Dans  Tétude  actuelle,  toutes  les  fonctions  que  nous  considérerons  étant 
régulières  autour  de  l'origine,  nous  prendrons  k  =  o. 
Au  reste,  il  convient  de  remarquer  que  les  intégrales 

/    (x-z)-*-lf(z)dz     et      f  (x-z)-a-if(z)dz 
Jk  -A- 

se  comportent  de  la  môme  façon  au  point  de  vue  des  singularités  ('), 
ce  qui  est  pour  nous  le  plus  important. 


(l)  Soient,  en  ellet,  J  et  J' les  deux  intégrales  en  question,  prises  pour  un 
point  ordinaire  x  de  la  fonction.  Joignons  {fig.  2)  les  points  k  et  k'  par  un  che- 
min quelconque  ne  passant  pas  par  le  points  et  ne  coupant  aucune  des  droites  kx 

Fig.  2. 


elk'x.  Enfin,  du  point.rcomme  centre,  décrivons  entre  ces  deux  mêmes  droites  un 
petit  arc  de  cercle  mm'.  Nous  formons  ainsi  un  contour  km  m' k' k  le  long  duquel 
l'intégrale  de  (x  —  z)~*-1f(z)dz  sera  nulle  si  les  points  k,  k',  x  ont  été  pris 
intérieurs  au  cercle  de  convergence.  L'intégrale  suivant  mm'  étant  infiniment 
petite  avec  le  rayon  du  cercle,   on  voit  que  la  différence  entre  les  intégrales  j 

rk 
et  J    est   égale  à  1  intégrale    /     {x  —  z )~%~lf{ z)dz,  laquelle   est  holomorphe, 

•A 

excepté  sur  le  chemin  /  /. '. 
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>"  Si  y.  est  positif,  E  désignanl  le  plus  petil  entier  <pii  comprend  se, 
on  calculera,  d'après  les  Formules  (52)  ou  (53)  la  fonction  D;  '  f\  #), 
et  l'on  en  prendra  la  dérivée  d'ordre  E  à  la  façon  ordinaire. 

Si  /'(  x  |  es!  développée  en  série  de  la  forme 

I  a  |  /(a?)      a0   I   atx  -h  ...  -h  ",„•'•'"  +-..., 

il  est  facile  d'obtenir  le  développement  de  D*f(x).  Il  suffit  de  partir 
des  formules  données  par  Riemann  i  '  )  pour  la  valeur  de  I  )'./■'".  Nous 
«'(lirons  de  préférence  le  résultat  obtenu  sous  la  forme 


I  -•  ,  rM)    f   .         2a«r 


V{l"  '  _°  _  r»< 
(///ii      *  )  " 


,*V2.   La  formule  qui  donne  D"a?w  a  été  trouvée  par  Riëmann  en 
effectuant  dans  l'intégrale 

I)     <■  -     '    -    f    (x         S)         '  i"«fa 

la  transformation  s      /  a?,  ce  <pii  donne 

I ),.!■'"  =  — ■   /    (  i      /r*  '/'"///, 

1  (  —  *  ) .  '„ 

el  il  est  à  remarquer  que,  dans  l'intégrale  qui  figure  au  second 
membre,  on  donne  à  (i  /  )  a  '  sa  valeur  réelle  et  positive;  car 
c'est  seulement  à  cette  condition  que  cette  intégrale  est  égale  à 
r(m-t-t)  r(  —  ») 

I  I  //*  -t-   I  rX) 

Si  nous  opérons  la  même  transformation  dans  la  formule  (  53  ),  dans 
l'hypothèse  A  =  o,  nous  trouvons 

(55)  •<!  );/(.,•)      F(~  y<  f  (i      /)  «  >f(lx)dt. 

On  voit  que  cette  nouvelle  formule  (55)  a  l'avantage  de  donner 

(•)  Loc.  cit.,  p.  343. 
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poura?"D*/(a?)  une  valeur  parfaitement  déterminée,  puisque  (i  —  t)'<t~i 
devra  recevoir  sa  détermination  réelle  et  positive. 

,■>«">.  Si  nous  posons  x  =  e7  et  que  nous  formions  le  symbole  l)  en 
considérant  f  comme  fonction  de  y,  nous  obtenons  une  nouvelle  ex- 
pression, que  nous  désignons  par  la  notation  (£)*./( './;). 

L'intégrale  (53)  devient  dans  ces  conditions 

I  56)  _Lj.j^(L*  -  Ls)-«-'/(*)dL*. 

Nous  supposerons  la  fonction  y  privée  de  son  terme  constant,  autre- 
ment dit  s'annulant  à  l'origine.  L'intégrale  précédente  deviendra  dès 
lors  finie  pour  k  =  o.  Kn  y  posant  :r  =  /.r,  nous  pourrons  écrire,  pour 
les  valeurs  négatives  de  a, 

(57)  »:/(-)  =  ^.("(L;)-'/('-)r 

Dans   tous   les   cas,   le  développement  en   série   de  cd.*/'(#)   sera   le 
suivant 

(58)         ,  i^,f{x)  =  ^iamx'nm\ 

ra  =  0 

Pour  a  négatif,  ce  développement  résulte  de  la  formule  connue 


jf>r 


f^di=T-^>. 


ne 


D'ailleurs,  le  développement  de  "fT  =  xf'(x)  se  déduit  bien  de 
celui  de  f{x)  en  multipliant  le  coefficient  de  xm  par  /;/,  d'où  l'on  con- 
élut  (pie  le  développement  de  ,' vg  '  s'obtient  en  multipliant  le  coeffi- 
cient de  x'n  par  mE.  Le  développement  (58)  est  donc  général. 

De  ce  développement  résulte  que  si  /  est  développable  en  série 
autour  de  l'origine,  on  a  toujours 

©:©5/(a?)  =  ©rp/(*)- 
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Nous  remarquerons  aussi  qu'il  n'exista  qu'une  seule  fonction  s»  dé- 
veloppablc  en  série  de  Maclaurin  el  telle  que  CD"  ç  (#)=/( a?)  :  c'esl 
la  fonction 

3  i .  Les  développements  (  5  i  |  et  (  58  )  sont  absolument  convergents 
«h  même  temps.  Nous  remarquerons,  en  effet,  que  le  rapport  des  coef- 
ficients correspondants  a  pour  Limite  i . 

Pour  y.  entier  et  positif,  ceci  se  reconnaît  immédiatement,  car  la 

r(m  -t-0  .  i    -.  i»  i 

ouanhle  '— :    se    reduil    a    un    polynôme    entier    en    /// ,    de 

1  l'i  ni  -+- 1  —  *)  ' 

degré  a. 

Pour  les  valeurs  de  se  non  entières  et  positives,  il  suffit  d'utiliser  la 
valeur  asymptotique  de  \(  m  |  pour  m  très  grand  ;  on  trouve  ainsi 

\\m  i-o      =  ^_a       {m  y  .V": 

Vi/n        i  {ni    h  i  —  a)'"  i  i     « 


C   a(///. -t-l)a(  I  4-  ^ 


m  -t-  ]  —a 


Le  dernier  facteur  a  pour  limite  ',a  et.  détruit  ainsi  le  premier  lorsque 
m  devienl  infini,  de  sorte  qu'il  reste  bien 

I'(m-hi)  a/  s. 

— —  —  m *(  i  -+-£). 
r(m-hi  — a) 

.">,*>.  L<s  expressions  (  >5)  et  (07)  conduisent  à  envisager  les  opé- 
rations  x*D*f{  c)  el  ©"/"(a?)  comme  des  cas  particuliers  de  la 
transformation 

(59)  ?(*)  =  /'  V(0/(te)A, 

laquelle  présente,  au  point  de  vue  qui  nous  occupe  actuellement,  des 
propriétés  intéressantes  ('  ). 


(*)  M.  PincHBRLE  (Acta  mathematica ,  t.  X,  p.  i53-i8a)a  étudié  la  transforma- 
tion F(r)  =  /  'j>(y)\(jc,  v)dv.  Mais  il  ne  s'est  pas  placé  au  même  point  de  vue 
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Convenons  d'abord,  pour  fixer  les  idées,  que  l'intégrale  soit  prise 
suivant  l'axe  réel.  Dans  ce  cas,  la  fonction  V(7)  peut  n'être  définie 

que  pour  les  valeurs  réelles  de  t  comprises  entre  o  et  i.  Il  faudra  seu- 
lement que  l'intégrale  /    |  V  (/)  |  dt  ait  une  valeur  finie  M.  Même,  dans 

le  cas  où  /s'annule  pour  /  =  o,  il  suffira  que  l'intégrale   /     |  t\(l)  |  dt 

'    0 

soit  iinic. 

Donnons  à  x  une  valeur  telle  que  la  fonction  donnée /soit  régulière 
au  point  correspondant;  que,  de  plus,  la  droite  qui  joint  ce  point  à 
l'origine  ne  passe  par  aucun  point  singulier  de/.  Je  dis  que  la  nouvelle 
fonction  cp  sera  régulière  en  ce  point. 

L'intégrale  (5c))  donnera  tout  d'abord  pour  ç  une  valeur  finie  et 
déterminée.  Si  maintenant  nous  donnons  à  x  un  accroissement  //, 
nous  trouvons 


o(x  -+-  h)      yx  =  fl\(t)  \f(tx  +  ih)  -f(tx)] 


dt. 


Or  on  peut  obtenir  une  expression  de  la  quantité  /(tx  -h  (h)  —  /(tx) 
de  la  façon  suivante.  On  a 

/{tx + tk)  -fux) = r  ¥,hf(z)dZ. 

J  tx 


La  fonction  /'(z)  est,  d'ailleurs,  uniformément  continue  dans  un 
triangle  ayant  pour  sommet  l'origine  et  comprenant  le  point  x  à  son 
intérieur  (fig-  3),  de  sorte  que  l'on  peut,  pour  toute  valeur  de  z  si- 
tuée sur  la  droite  qui  joint  le  point  tx  au  point  tx  -v-  th,  remplacer 
/'(  z  )  par/'(£r)  H-  Os,  où  0  est  de  module  plus  petit  que  i  et  £  un 
nombre  que  nous  pouvons  supposer  aussi  petit  que  nous  le  voulons, 


que  nous.  Il  considère  cette  expression  «  comme  un  algorithme  appliqué  au 
sujet  variable  œ (y)  et  dont  les  propriétés  essentielles  dépendent  de  la  fonction 
A(.r, y)  ».  C'est  précisément,  comme  on  le  voit,  l'inverse  de  ce  qui  est  fait  dans 
le  lexle. 


i6o 
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»i  li  est  ,bN7  voisin  tic  o,  ci  cela  indépendamment  de  la  valeur  donnée 
à  /.  I  tons  ces  conditions,  on  a 


f(tx  +  th)-f{tx)      ih\  f'(tx)  ■+■  0c|, 
y(x  +  h)-y(x)  =  h\   Ç  l\(t)f'(tx)'dl  hQeM 


il  on 


La  Fonction  d  a  donc  bien  une  dérivée  el  est,  par  suite,  holomorphe 
au  poinl  considéré. 

Fig.  3. 


Les  seules  singularités  de  la  fonction  o  sont  donc  «les  coupures 
rectilignes  tracées  suivant  les  prolongements  des  droites  qui  joignent 
rorigine  aux  différents  points  singuliers  de  la  fonction  /*. 

,">(>.  Mais  ces  coupures  elles-mêmes  ue  sont  en  général  qu'appa- 
rentes el  dues  à  la  façon  trop  restreinte  donl  nous  avons  défini  l'ex- 
pression s.  en  exigeant  que  l'intégration  fût  effectuée  le  long  du  che- 
min rectiligne.  C'est  un  fait  bien  connu  que  les  choses  se  passent  tout 
autrement  lorsqu'on  conserveàla  fonction  toute  sa  généralité  en  lais- 
sant le  chemin  d'intégration  indéterminé. 

Soient  tracées,  par  exemple,  du  point  x  =  o  au  point  x=  i,  deux 
lignes  quelconques  situées  de  part  el  d'autre  de  l'ave  réel  {fig.  \  ),  de 
façon  à  former  un  fuseau  Y.  Supposons  que  la  fonction  V (7)  soit  ho- 
lomorphe à  l'intérieur  de  ce  fuseau;  supposons,  de  plus,  que  les  pro- 
duits /\  ( 7  )  et  (i  —  /)Y(  / )  tendent  vers  o  lorsque  la  variable  /  s'ap- 
proche, par  des  chemins  intérieurs  au  fuseau,  de  la  valeur  o  pour  le 
premier  et  de  la  valeur  i  pour  le  second,  el   cela  de  façon  que  l'inté- 

grale  /    |V(7)||///|,  prise  le  long  d'une  ligne  rectifiable  quelconque 
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ibi 


intérieure  au  fuseau,  soit  finie  (4).  Même,  si  l'on  se  borne  à  considérer 
les  fonctions/,  qui  s'annulent  pour  x  =  o,  il  suffira  que  ces  propriétés 
appartiennent  à  la  fonction  /V(/),  c'est-à-dire  que  les  produits  /2  Y(  /  >, 


Fig.  4. 


l\ (i  —  /)  tendent  vers  o  avec  /  et  que  l'intégrale  /    |/\(/)j|<//|  ait 

une  valeur  finie. 

Sur  la  ligne  (o,  .r)  comme  base  {fig-  4)  décrivons  un  fuseau  F' 
semblable  à  F.  Il  peut  arriver  que  ce  fuseau  F'  ne  renferme  aucun 
point  singulier  de  la  fonction  donnée.  En  ce  cas,  nous  voyons  d'abord 
<pie  les  intégrales  (59)  prises  suivant  deux  chemins  différents  C  et  G, 
à  l'intérieur  du  fuseau  F  sont  égales.  Il  suffit,  pour  s'en  rendre  compte, 
de  décrire,  des  points  o  et  1  comme  centres,  deux  petits  arcs  de  cercle 
coupant  les  chemins  C  et  CI,,  l'un  aux  points  p  et  p„  l'autre  aux  points 
q  et  qK.  L'intégrale  de  la  fonction  V(*)jf(to)  le  long  du  contour  fermé 
PÇÇiPtP  étant  nulle,  la  différence  des  intégrales  (pq)  et  (p*qK)  est 
égale  à  la  différence  des  intégrales  (pp{)  et  (qqt),  lesquelles  tendent 
vers  o  avec  les  rayons  des  cercles,  à  cause  des  hypothèses  faites  sur  la 
fonction  V. 

Nous  pourrons  donc  considérer  exclusivement  l'intégrale  prise  sui- 


(')  Ceci  arrivera,  par  exemple,  toutes  les  fois  que  la  fonction  V  sera,  aux  en- 
virons de  Porigine,  plus  petite  que  —  et,  aux  environs  du  point  (=  1,  plus  pe- 
tite que       __        >  l'exposant  a  étant  plus  petit  que  1.  Du  reste,  il  faut  remarquer 

que  le  mot  finie  signifie  ici  :  finie  pour  chaque  intégrale.  Il   n'est  pas  nécessaire 
qu'il  v  ait  une  limite  supérieure  commune  à  toutes. 
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vanl  I»'  chemin  rectiligne,  el  les  raisonnements  donnés  ci-dessus  s'ap- 
pliqueront sans  modification. 

Supposons  maintenant  que  ar  soit  toujours  l'a  f fixe  d'un  point  ordi- 
naire pour  l;i  fonction  /'(  a;),  mais  que  le  fuseau  F'  renferme  des  points 
singuliers  de  cette  Fonction. 

Si  la  fonction  /  n  a  que  tics  points  singuliers  formant  une  suite 
ponctuelle,  on  pourra,  à  l'intérieur  du  fuseau  F',  tracer  un  fuseau 
F'  !  fis.  ï  )  compris  entre  deux  lignes  allant  du  point  o  au  point  ',  et 


h  ;       l 


ne  renfermant  pas  de  point  singulier.   Soit  F,   le  fuseau  intérieur  au 

fuseau  F  et  qui  correspond  au  fuseau  F',.  Nous  prendrons  l'intégrale 

i,  non  plu<  suivant  le  chemin  rectiligne,  mais  suivant  un  chemin  <  ] 

intérieur  au  fuseau   F",   el  nous  pourrons  refaire  les  raisonnements 

précédents  en  désignant,  «Mie  fois,  par  M  l'intégrale/  |  N{l)\\dî\  (ou, 
si  /  -annule  avec  .1  •.  l'intégrale  l\l\(t) |.| dl\).  La  fonction  repré- 
sentée par  l'intégrale  (59)  prise  le  long  du  chemin  C  est  donc  liolo- 
morphe  autour  du  point  considéré. 

Ainsi,  d'après  notre  nouvelle  définition,  la  fonction  o  devient  en 
généra]  multiforme,  puisque  sa  valeur  dépend  du  fuseau  F',;  mais  elle 
n'a  plus  d'autres  points  singuliers  que  ceux  de  la  fonction/. 

r>7.    Lorsque  f  est  une  fonction  régulière  à  l'intérieur  d'un  certain 

cercle,  si  l'on  ne  considère  (pie  les  points  singuliers  situés  sur  ce  cercle, 
il  est  évidemment  indifférent  de  considérer  la  fonction  dans  sa  défini- 
tion restreinte,  ou,  au  contraire,  dans  toute  sa  généralité. 

Dans  ces  conditions,  le  développement  de  ç  est  lié  à  celui  de/  par 
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des  relations  particulièrement  simples.    Il  est  clair,  en  effet,   que  le 
coefficient  de  x"1  dans  le  développement  de  ©  s'obtiendra  en  multipliant 

le  coefficient  correspondant  am  de  /par  la  quantité 


(60)  em=f\(t) 


tm  cil. 


On  peut  donc  former,  et  cela  d'une  infinité  de  manières,  des  suites 
de  nombres  par  lesquels  on  peut  multiplier  les  coefficients  successifs 
d'une  série  sans  changer  ses  points  singuliers. 

Soit,  par  exemple, 

v«  =  3Mï<rU-(LO~'-^(L0'] 

nous  trouverons 

em=-     ~r      -  =  -sm(Lm), 

et,  comme  on  peut,  sans  modifier  les  singularités,  remplacer  f{x)  par 
xf'(x),  nous  pourrons  prendre 

(Gi)  zm  =  sin(Lm). 

r>8.  Cette  valeur  de  Bm  va  nous  servir  à  démontrer  un  fait  annoncé 
dans  la  première  Partie  (n°  7),  à  savoir  que  la  série  (2)  peut  admettre 
pour  point  singulier  unique  sur  le  cercle  de  convergence  le  point  ,r0, 

sans  que  le  rapport — —  tende  vers  x0.  En  effet,  puisque  la  transfor- 

"  /«  -+- 1 

mation  précédente  conserve  les  points  singuliers,  nous  aurons  manifes- 
tement fourni  la  démonstration  demandée  si  nous  établissons  que  le 

rapport  —J^  ne  tend  pas  vers  la  limite  1  lorsque  m  augmente  indéfi- 
niment. 

Nous  considérerons,  à  cet  ellet,  le  résidu  minimum  de  L///  par  rap- 
port à  2-,  c'est-cà-dire  que  nous  poserons 


i>> 


k- 


% 


k  étant  un  entier  et  '\>  étant  compris  entre  —  -  et  -h  -. 

Il  est  facile  de  constater  que  ce  résidu  ^  pourra  s'approcher  autant 


i  (•  l  i.    n  uiuium. 

qu'on  voudra  d'un  angle  quelconque  a.  Car,  si  l'on  prend  k  suffisam- 
ment grand,  les  quantités  ,--A7:,a,  g"**-»-»-*-^  (|()Il|  |a  différence  est  égale 
au  produit  du  nombre  fixe  e***  —  e*par  le  nombre  très  grand  e8**, 
comprendront  certainement  un  nombre  entier,  et  même  autant  de 
nombres  entiers  qu'on  le  voudra. 

Kn  particulier,  prenons  a  =  o  et  soient  m  et  ///  -h  i  les  deux  entiers 
consécutifs  <|tii  comprennent  le  nombre  e***.  Les  valeurs  de  L///  et  de 
L(«i  ■+-  i)  seront  respectivement  de  la  forme  e8**"'  ou  eï"t+,)  el  par 
suite  leurs  sinus  seront  de  signes  contraires.  La  formule  ((>i)  donnera 

donc  pour  le  rapport  -Z— -  une  valeur  négative. 

Envisageons  maintenant  le  rapport;^    •  D'après  ce  que  nous  sa- 

vons  sur  L(m  -+- 1)  et  I  a  m  •+■  i  ),  les  sinus  de  ces  deux  quantités  se- 
ront sensiblement  égaux  à  L(#w  +  i)-  -ik-  et  L(m  -h  2)  —  :>.k^.  Or 

la  quantité  L     ^    peut  se  remplacer  elle-même,  à  un  infiniment  petit 

il  ordre  supérieur  près,  |>ar  — ^ 1 ,  et,  de  même,  a  L      .,/n    on  peut 

///  -+-  1 


substituer  — rr= 1.  Le  rapport  -^  -  est  donc  infiniment  peu  différenl 

de  —  — rr^>  Quantité  évidemment  supérieure  à  2.  De  même,  "l  - 
sera  supérieur  à  -  —  s,  el  ainsi  de  suite.  Au  contraire,  ^T"'  pourra  se 
remplacer  par  ikv  — :>  qui  est  plus  petit  que-jet  l  on  pourrait 
opérer  d'une  façon  analogue  pour  p2^* 

■— '/M  —  2 

p 

Ainsi  nous  voyons  que  ce  rapport  ~^'"*"'  pcul  prendre,  et  cela  aussi 
loin  qu'on  voudra  dans  la  série,  des  valeurs  plus  grandes  que  2  —  e,  ou 
plus  petites  que  — h£,  ou  même  négatives.  11  est  donc  établi  que  ce 
rapport  ne  tend  pas  vers  l'unité. 

Si,  par  exemple,  on  part  de  la  fonction  =  'Lx'n,  on  en  déduira 

par  notre  transformation  la  fonction 

ce 

(62)  Y  smh(m)xm, 
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laquelle  admettra  pour  point  singulier  unique  le  point  x  =  i ,  sans  que 
le  rapport  de  deux  coefficients  consécutifs  ait  pour  limite  l'unité. 

On  pourrait,  il  est  vrai,  objecter  que  la  transformation  (39),  tout 
en  n'introduisant  aucun  point  singulier,  peut  avoir  fait  disparaître 
ceux  qui  existaient  auparavant.  Mais  ici  nous  sommes  assuré  du  con- 
traire par  la  considération  du  cercle  de  convergence.  Il  résulte,  eu 
etfet,  de  ce  qui  précède  que  sinLm  a  une  infinité  de  valeurs  voisines 
de  1 .  Le  rayon  de  convergence  de  la  série  (62)  est  donc  égal  à  l'unité, 
et,  par  suite,  la  fonction  qu'elle  représente  possède  sur  le  cercle  de 
rayon  1  un  point  singulier,  lequel  ne  peut  être,  comme  nous  le  savons, 
que  le  point  x  =  1 . 

39.  Nous  introduirons  encore  une  notion  préliminaire  relative, 
celle-ci,  aux  fonctions  continues  et  voisine  de  la  notion  connue  de  fonc- 
tion à  variation  limitée. 

Nous  dirons  qu'une  fonction  continue,  réelle  ou  imaginaire,  de  la 
variable  réelle  x  est  à  écart  fini  dans  un  intervalle  (a,  b),  lorsque  les 

intégrales  n  \  cos  nxf(x)dx  et  n  I  sin  nxf(x)dx,   prises   entre   des 

limites  quelconques  intérieures  à  l'intervalle  (a,  /;),  restent  finies  et 
moindres  en  valeur  absolue  qu'une  quantité  fixe  I  lorsque  11  augmente 
indéfiniment.  Cette  quantité  I  sera  dite  Yécart  de  la  fonction  dans  l'in- 
tervalle (a,  b). 

Une  fonction  à  écart  fini  reste  à  écart  fini  lorsqu'on  effectue  un  chan- 
gement de  variable  tel  que  x  =  ~kx'  -+-  pi.  Car  cette  transformation 
change  les  intégrales  précédentes  en  d'autres  qui  en  dépendent  par 
des  relations  linéaires  à  coefficients  finis. 

Une  fonction  à  variation  limitée  est  nécessairement  à  écart  fini.  En 
particulier,  une  fonction  est  toujours  à  écart  fini  lorsqu'elle  a  une 
dérivée  finie.  En  effet,  soient  a',  b'  deux  nombres  compris  dans  l'inter- 
valle (a,  b).  Pour  évaluer  l'intégrale 

c*  r1'' 

!     ncosnxf(x)dx  =  I     /(x)d(sinnx), 

nous  décomposerons  l'intervalle  (a',  b')  en  intervalles  partiels  dont 

chacun  (les  deux  extrêmes  exceptés)  aille  de  —  à  — — —  •  Dans  cha- 

17  n  n 
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cun  de  ces  intervalles,  nous  pourrons  remplacer/  par  a,, -4- Oo,,,  le 
nombre  u*  étant  le  minimum  de/dans  l'intervalle  considéré,  6*  son 
oscillation,  6  une  quantité  variable  comprise  entre  o  el  1.  L'intégrale 
prise  dans  l'intervalle  partiel  se  décompose  donc  en  deux,  dont  l'une 
est  nulle  el  l'autre  plus  petite  en  valeur  absolue  que  0,,.  Pour  les  inter- 
valles extrêmes,  le  minimum  \j.  est  infinimenl  voisin  de  /(a)  ou 
de  /'t  A  >;  l'oscillation  0  est  infinimenl  petite,  de  sorte  que  l'intégrale 
csi  infinimenl  voisine  de  /(a) sinn a  ou  de  f(b')&mnl/.  Notre  inté- 
grale totale  esl  donc  moindre  en  valeur  absolue  que 

v*,  h  f(d)\  +  \f(Jt) 

ei  reste  finie  si  la  fonction  donnée  esl  à  variation  limitée. 

(  )n  pourrait  rechercher  si  l'inverse  a  nécessairement  lieu,  auquel 
cas  la  notion  que  nous  introduisons  se  confondrait  avec  celle  de  fonc- 
tion .1  variation  Limitée.  En  toul  cas.  elle  esl  distincte  <lc  la  notion  de 
fonction  continue,  ce  que  nous  constaterons  sur  la  série  (  1 1)  (ire  Partie, 
n"  12).  M.  Weierstrass  a  démontré  que  si,  dans  celle  série,  on  fait 
;  ,■  ' .  |,i  partie  réelle  de  l'expression  ainsi  obtenue  est  une  fonction 
continue,  mais  non  à  variation  limitée,  de  l'argument  ô.  Nous  recon- 
naîtrons plus  loin  que  cette  fonction  n'est  pas  non  plus  à  écart  fini. 

En  multipliant  une  fonction  y  à  écart  fini  par  une  fonction  con- 
tinue i.  qui  varie  toujours  dans  le  même  sens,  on  obtient  encore  une 
fonction  à  «'-cari  fini,  el  le  nouvel  écart  est  égaJ  à  l'ancien,  multiplié 
par  deux  fois  la  plus  grande  valeur  absolue  que  prenne  le  multiplica- 
teur. <  l'est  ce  que.Fon  reconnaît  en  appb'quant  à  l'intégrale 


"  \  tyfcosnxdx 


le  second  théorème  de  la  moyenne.  Si  la  fonction  •]/  a  un  nombre  fini 
de  maxima  et  de  minima,  on  obtiendra  le  nouvel  écart  en  multipliant 
l'ancien  par  la  plus  grande  valeur  absolue  de  -j»  et  par  le  nombre  des 
maxima  et  minima. 

I  ne  fonction  est  à  écart  fini  pour  une  valeur  de  la  variable,  si  Ton 
peut  trouver  un  intervalle  comprenant  cette  valeur  et  dans  lequel  la 
fonction  soit  à  écart  fini. 
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Lorsqu'une  fonction  n'est  pas  à  écart  fini  dans  un  intervalle  (a,  b  >. 
c'est  qu'il  existe  dans  cet  intervalle  une  ou  plusieurs  valeurs  de  ./•  pour 
lesquelles  la  fonction  n'est  pas  à  écart  fini.  Ceci  se  voit  à  la  manière 
ordinaire,  en  décomposant  l'intervalle  (a,  b)  en  parties  de  plus  en 
plus  petites,  de  façon  à  former  une  double  série  de  nombres  tendant 
vers  une  limite  commune. 

Enfin,  la  notion  d'écart  se  définit  sans  difficulté  pour  les  fonctions 
de  variable  imaginaire.  L'écart  d'une  fonction  le  long  d'une  portion  de 
courbe  donnée,  de  longueur  /,  sera  l'écart  de  la  même  fonction  consi- 
dérée comme  fonction  de  l'arc  de  cette  courbe  compté  à  partir  de 
l'une  des  extrémités  de  la  portion  donnée  et  variant  de  o  à  /. 

40.  Cela  posé,  nous  considérerons,  ainsi  que  nous  nous  le  sommes 
proposé,  une  fonction  définie  par  la  série  (2),  dont  nous  supposerons 
le  rayon  de  convergence  réduit  à  l'unité,  <i  nous  démontrerons  tout 
d'abord  la  proposition  suivante  : 

Si  la  série  >  a„n  formée  par  les  coefficients  de  la  série  (2),   est 

absolument  convergente,  et  de  telle  façon  que  mLma„,  tende  vers  o, 
la  fonction  f{x)  sera  finie,  continue  et  à  écart  fini  sur  le  cercle  de 
convergence. 

Les  deux  premières  parties  se  voient  immédiatement,  la  série  (2) 
étant,  dans  les  conditions  de  l'énoncé,  uniformément  convergente  à 
l'intérieur  du  cercle  de  convergence  et  sur  ce  cercle. 

Pour  démontrer  la  troisième,  nous  désignerons  par  0  l'argument  de 
la  variable  x  qui  décrit  le  cercle  de  rayon  1,  et,  au  lieu  des  intégrales 

Je  è  p  ?- 

cos/iO /(V'rj)f/Q,  //  /    s'm/i()  f(el(i)d(),  nous  considérerons,  ce  qui 
a  J  a. 

revient  évidemment  au  même,  les  expressions  ni  <?"'°/(V6)  dQ , 
n  !     e  nib f(c'%)cU).  La  série  (2)  étant  uniformément  convergente, 

"a 

nous  pouvons  remplacer  f  par  son  développement  et  intégrer  terme 
à   terme.   On  trouvera  ainsi,   pour  la  première  intégrale,  la  valeur 

2       n  n  am  |  e["l+n)iV  -  ém+n)itt],  quantité  plus  petite  que  2 S,  si  S  dé- 
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signe  la  somme  de  la  sériel  \a,,,\-  La  seconde  intégrale  prendra  la 
forme  V      "      aw\rm  ">*      r{m  "'%  où  il  faudra  seulement,  si  „  es1 


/»  —  « 


un  entier,  remplacer  le  terme  correspondant  à  ///  =  //  par  naH(  %•    3). 

\\an!  choisi  un  nombre  fixe  k  plus  petil  que  i  el  un  nombre  fixe  K. 
plus  grand  que  1 .  nous  diviserons  les  termes  de  la  série  en  cinq  parties. 

La  première  partie  comprendra  tous  les  tenues  dont  le  rang  est 

moindre  nue  /•//.  Pour  chacun  de  ces  termes,  la  quantité  —    -  est,  en 

valeur  absolue,  moindre  que         .<  de  sorte  que  la  somme  partielle 

,  i   i    •   i  ••  •        i    a  S 

.i i iisi  oMeiiue  a  un  module  inlerieiir  a 

I  -    A 

Tout  pareillement,  une  seconde  partie  sera  formée  des  termes  à 
indices  plus  grands  que  k//.  La  quantité  étant  alors  constam- 

î  2S 

menl  moindre  que  .         •  cette  seconde  partie  sera  intérieure  à  r~ — • 

1         K  —  1  '  K  —  1 

Nous  isolerons,  pour  en  former  un  troisième  groupe,  les  deux 
termes  dont  les  indices  //„  el  '/,,-f-i  comprennent  le  nombre  //,  ou  le 
terme  de  rang  //.  si  //  e>t  entier.  I  >;i 1 1  s  ce  dernier  cas,  le  terme  corres- 
pondant de  notre  intégrale,  étant  égal  à  nan(at  —  (3),  est  très  petit  si  // 
est  très  grand.  Il  en  esl  de  même  dans  la  première  hypothèse;  car  le 
nombre  //  —  //„.  par  exemple,  est  plus  petit  que  1,  et,  d'autre  part, 
connue  on  peut  évidemment,  sans  changer  les  expressions  que  nous 
avons  à  considérer,  augmenter  a  ou  (3  de  n/.z,  la  différencea  —  fi  peut 
être  supposée  inférieure  à  -  en  valeur  absolue.  La  quantité 

e  n,   ff)«P     .  r  "„  ")ia  _  2  /,>  +*  "  F"  sjn  ("o -")(_«  -  £  ) 

9. 

aura  son  module  moindre  que  (n       /*0)(a  -    ?)»  cc  ([nii  en  multipliant 

par  — -^-j  donne  un  produit  moindre  que  nan  (et  —  fi),  eL  Fon  arri- 

verait  à  une  conclusion  analogue  pour  le  terme  de  rang  n0  ■+-■ 1 . 

Enfin,  le  quatrième  groupe  comprendra  tout  ce  qui  est  intermédiaire 
entre  le  premier  et  le  troisième;  et  le  cinquième,  les  termes  intermé- 
diaires entre  le  troisième  groupe  et  le  deuxième.  Les  parties  de  nos 
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intégrales  correspondant  à  ces  deux  groupes  tendront  vers  o  lorsque  // 
augmentera  indéfiniment.  Soit,  en  effet,  ai\c  plus  grand  coefficient  qui 
fasse  partie  de  l'un  de  ces  groupes.  Ce  groupe  donnera  dans  l'intégrale 

une  partie  moindre  que  na^    i  +-  +  ... +  -])OÙv  désigne  le  nombre 

des  termes  du  groupe,  lequel  est,  ainsi  que  \,  dans  un  rapport  fini 
avec  n.  Or  la  quantité  entre  parenthèses  est,  comme  l'on  sait,  de  l'ordre 
de  Lv,  et,  par  suite,  le  produit  tend  verso;  car  nous  avons  supposé, 
en  commençant,  que  WTk.a^  était  nul  pour  \  infini.  La  seconde  inté- 

grale   /     e  M/6/(V6)c?0  est  donc  finie  comme  la  première  et  noire  pro- 

position  est  établie. 

Nous  obtenons,  en  outre,  une  expression  de  l'écart.  Cet  écart  est 
de  la  forme  A-,  S  -h  k.2  a,  où  A,  et  A.,  sont  des  nombres  finis,  tx  désignanl 
la  plus  grande  valeur  de  mhm  \am  |. 

Réciproquement,  si  la  fonction  f  est  finie,  continue  et  à  écart  l'un 
sur  le  cercle  de  convergence,  la  série  formée  par  ses  coefficients 
sera  absolument  convergente,  ou  si  elle  ne  l'est  pas,  elle  le  devien- 
dra lorsqu'on  remplacera  f(x) par  <£^£/(x>)>  ^e  nombre  z  étant  po- 
sitif, mais  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  et  la  convergence  ayant  lieu 
de  telle  façon  que  mhmam  tende  vers  o. 

Pour  démontrer  cette  réciproque,  nous  aurons  recours  aux  expres- 
sions des  coefficients  sous  forme  d'intégrales  définies 


am=  -4-  / 

2lTlJ 


*f(z)dS 


l'intégrale  étant  prise  suivant  un  cercle  intérieur  au  cercle  de  conver- 
gence. 

Tout  d'abord,  puisque  la  fonction  donnée  est  finie  et  continue  el 
par  suite,  comme  on  sait,  uniformément  continue  à  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence  et  sur  ce  cercle,  on  peut  prendre  l'intégrale  sur 
le  cercle  même,  la  différence  des  intégrales  prises  sur  les  circonfé- 
rences de  rayons  i  et  i  —  i  étant  infiniment  petite  avec  s.  On  a  ainsi 


Hi.7zam=   f    /(e''9)e--(w+,>'V0. 
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(  >r  cette  intégrale,  si  nous  supposons  la  fonction  à  écart  fini,  est  au 

plus  de  l'ordre  de     •  Si  nous  la  multiplions  par     .>  ce  oui  revienl  à 

remplacer  f(x)  par  ©j  J\  c),  elle  deviendra  le  terme  général  d'une 
série  absolument  convergente  dans  les  conditions  indiquées. 
Si  l'on  considère,  par  exemple,  la  série 


(i,) 


'./■' 


4-  PaT  -f-  . 


dont  il  a  été  question  précédemment,  on  voit  que,  si  1 bc  |  >  i ,  le  mo- 
dule de  <im  ne  devienl  pas  constamment  plus  petit  que  — >  puisque, 

pour  m  =  cv,  on  a  ma m-  (!><■)'' .  La  fonction  représentée  par  cette  sé- 
rie n'esl  donc  pas  à  écart  fini  sur  le  cercle  de  convergence.  Elle  ne 
l'est  même  sur  aucun  arc  de  ce  cercle,  sans  quoi  nous  pourrions  rai- 
sonner comme  au  n°  L 2  (première  Partie)  et  montrer  qu'elle  serait 
également  à  écart  fini  sur  tous  les  ans  se  déduisant  du  premier  par 

des  rotations  successives  d'angle  -^  »  lesquels,  si  petit  que  soil  l'arc 

donné,  recouvriront  par  leur  ensemble  la  circonférence  entière  si  //  a 
été  pris  suffisamment  grand. 

De  ceci  nous  pouvons  égalemenl  conclure  que  la  fonction  considé- 
rée, pour  |  bc  j  ]>  i .  est  à  variation  illimitée  sur  loui  arc  de  cette  cir- 
conférence, allant  ainsi  nu  peu  plus  loin  que  M.   \\  eierslrass,  lequel 

3- 
n'avait  établi  le  l'ail  que  pour    bc  j  >  i  H 


11.  Des  théorèmes  précédents  résulte  quesi^est  finie,  continue  el 
à  écart  fini  sur  le  cercle  de  convergence,  il  en  est  de  même  de  toutes 
les  fonctions  u3~'a /  (où  oc  >  o). 

Nous  nommerons  ordre  de  la  fonction  sur  un  arc  du  cercle  de  con- 
\  ergence  le  plus  petit  { '  )  nombre  w  tel  que  <£>~lù  f{x)  soit,  sur  cet  arc, 
fini,  continu  et  à  écart  fini,  ou  le  plus  grand  nombre  tel  que  '0~w/(.x') 
ne  remplisse  point  ces  conditions;  en  un  mot,  un  nombre  tel  que 
i$~M~l  f(  ./■)  soit  fini,  continu  et  à  écart  lini,  quel  que  soit  le  nombre 


(  '  )  Ce   mot  est  pris  dans  son  sens  algébrique;  il  n'est  pas  relatif  à  la  valeur 
absolue. 
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posilif  £,  mais  que  Tune  de  ces  propriétés  fasse  défaut  à  Œ)~w+e/(a;). 
Le  nombre  co  sera  ainsi  défini  dans  tous  les  cas;  il  pourra  se  faire  qu'il 
soit  égal  à  ±oo. 

La  somme  de  deux  fonctions  d'ordre  co  est  d'ordre  au  plus  égal  à  co; 
la  somme  de  deux  fonctions,  l'une  d'ordre  co,  l'autre  d'ordre  moindre, 
est  nécessairement  d'ordre  co. 

Si  maintenant  nous  faisons  intervenir  les  théorèmes  que  nous  ve- 
nons de  démontrer,  nous  arrivons  à  cette  nouvelle  définition  de  l'ordre  : 


U  ordre  aV  une  fonction  f  le  long  de  son  cercle  de  convergence  est 

1  «m 


égal  à  la  limite  supérieure,  pour  m  infini,  de      '  "'  ' ,  augmentée 


d'une  unité. 

Soit,  en  effet,  co  —  i  cette  limite  supérieure.  On  aura,  à  partir 
d'une  valeur  de  m  suffisamment  grande, 

(1)  H 1 

I  am  I  <  »'     '    , 

et,  par  suite,  la  fonction  (B~u>~e f(%)  satisfera  aux  conditions  du  n°  40. 
Au  contraire,  il  existera  une  infinité  de  termes  tels  cpie  le  coeffi- 
cient am  soit  supérieur  à  né*~'~* .  La  fonction  cOJw+£/(^)  ne  peut  donc 
pas  être  finie,  continue  et  à  écart  fini  sur  le  cercle. 

42.  De  la  même  façon  que  nous  avons  défini  l'ordre  sur  un  arc  du 
cercle,  nous  pouvons  définir  l'ordre  en  un  point  x0  de  ce  cercle  :  ce 
sera  un  nombre  co  tel  que  <-0~Tw~£t/Y.x')  soit  fini,  continu  et  à  écart  fini 
autour  du  point  .r0,  mais  non  tQ>~w+zf(x). 

Les  seuls  points  pour  lesquels  il  y  ait  lieu  de  considère/-  l'ordre 
sont  les  points  singuliers;  en  un  point  ordinaire  l'ordre  est  manifes- 
tement égal  à  —  oo. 

A  la  définition  précédente  on  peut  évidemment  substituer  celle-ci  : 
une  fonction  sera  d'ordre  co  au  point  x0  s'il  existe  un  arc  comprenant 
ce  point  et  sur  lequel  la  fonction  soit  d'ordre  co. 

Une  fonction  d'ordre  co  sur  un  arc  quelconque  présente  sur  cet  arc 
au  moins  un  point  d'ordre  co,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  encore  par  le 
procédé  qui  consiste  à  diviser  l'arc  en  parties  de  plus  en  plus  petites. 


.i.    n\n\M  \iti>. 


I  ..i  réciproque  { '  )  étant  évidemment  vraie,  on  peul  énoncer  la  propo- 
sition >ui\  aille  : 

[/ordre  d une  fonction  sur  un  arc  <lu  cercle  de  convergence  est 
■no/  au  plus  grand  des  ordres  qu'elle  prend  aux  différents  points 
'h  cet  arc, 

à  laquelle  nous  ajouterons  : 

Si  une  fonction  présente  aux  environs  de  x0  une  infinité  de  points 
où  l'ordre  soit  infiniment  voisin  de  co,  son  ordre  (tu  point  ./■„  est  au 
moins  <'i:<tl  à  eu. 

l'.nlin  la  liaison  entre  les  ordres  <l  une  fonction  sur  le  cercle  el  sur 
ses  différentes  parties  est  encore  montrée  par  le  théorème  suivant  : 

/  ne  fonction  d'ordre  w  sur  un  arc  déterminé  et  en  ses  points 
extrêmes  peut  être  remplacée  par  une  somme  de  deux  fonctions, 
dont  l'une  est  d'ordre  égal  à  tu  ou  dépassant  o)  d'aussi  peu  qu'on 
lr  veut  sur  le  cercle  entier,  et  l'autre  est  holomorphe  en  tous  les 
points  de  l'arc  considéré . 

Envisageons,  en  effet,  la  Fonction  ç  =  <ô,.")_3  /(■'')■>  (l"'  <,sl  'm'(%  con~ 
limie  ei  à  ('-cari  l'un  sur  l'arc  donné.  Par  les  deux  extrémités  de  cel  arc 
faisons  passer  une  circonférence  quelconque  acb  {  fiç.  (});  puis,  avec 
l'origine  comme  centre,  décrivons  un  arc  de  cercle  gdK  h  de  rayon i  —  t\ 
(  où  r  désigne  un  nombre  positif  infiniment  petil  ).  Les  deux  arcs  de 
cercle,  qui  se  coupent  aux  points  g  <■!  A,  délimitent  une  aire  T  où  la 
fonction  o  est  holomorphe  et  où  l'on  peut  lui  appliquer  la  méthode  de 
M.  Appell.  On  aura  ainsi 


<?(*) 


dz. 


c\ 


11-    1     ,     Z  —  X 


(*)  C'est-à-dire  qu'une  fonction  qui  présente   sur  un  arc  un  point  d'ordre  u> 
est,  sur  cet  arc.  d'ordre  au  moins  égal  à  oj. 
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Mais  dans  ces  égalités  nous  pouvons  maintenant  supposer  que  le 
cercle  gdK  h  ne  soit  autre  que  le  cercle  de  rayon  i  lui-même;  car  si 
nous  faisons  tendre  r\  vers  o,  les  intégrales  cp,  et  ©2  varieront  continû- 
ment, puisque  cp  est  continue. 

Fis.  6. 


La  fonction  cp,  est  alors  développable  en  série  de  la  forme  SX,,, a?"',  où 
X,„  est  donné  par  la  formule 


7    _     *      f    ?(-),/ 


laquelle  montre  immédiatement,  puisque  cp(-)  est  à  écart  fini,  que  le 

module  de  X,„  est  plus  petit  que  —,  le  nombre  k  étant  fixe.  D'ailleurs, 

o2  est  aussi  développable  en  série  de  Maclaurin,  puisque  c'est  la  diffé- 
rence de  deux  fonctions  développablcs. 

Formons  maintenant  les  fonctions/,  =  (0™+£cp,  et/2  =  (D"+Ecp2  dont 
la  somme  donnera  la  fonction/.  La  première  est  d'ordre  w  -+-  e  au  plus 
sur  le  cercle  entier,  puisque  le  coefficient  du  terme  en  xm,  à  savoir 
Xmmw+e,  est  plus  petit  que  km'a+t-i .  La  seconde/,  est  holomorphe  sur 
l'arc  donné.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Il  semble  que  le  raisonnement  précédent  n'établisse  pas  la  régularité 
de/,  aux  points  a  et  b,  extrémités  de  l'arc  donné.  Mais  nous  avons 
déjà  remarqué  que  la  fonction/,  qui  est  d'ordre  au  plus  égal  à  w  au 
point  # ,  est  nécessairement  du  même  ordre  sur  un  petit  arc  aa'  contigu 
au  point  a.  En  opérant  de  même  pour  l'extrémité  b  et  portant  à  la 
suite  de  l'arc  ab  un  petit  arc  bb',  on  pourra  refaire  la  démonstration 
en  partant  de  l'arc  a'b' ,  ce  qui  supprime  toute  difficulté. 

Joum.  de  Math.  (.',«  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  II,  1892.  ^3 


I  -   ,  J.     Il  Mi  VMAIU». 

L5,  Non-  avons  défini  L'ordre  «mi  considérant  ^\,."'/(  ' ')■  Mais  a 
«ciic  expression  on  peu!  toul  aussi  bien  substituer  ,c '"  I  )'"/'(/•  ), 
d'après  ce  que  nous  avons  remarqué  au  u"  55. 

Cette  dernière  fonction  nous  scia  plus  commode  pour  L'étude  que 
nous  allons  entreprendre  maintenant,  et  qui  consiste  à  rechercher  com- 
ment Tordre  d'une  fonction  au  point  ./•„  est  lu''  à  son  ordre  de  gran- 
deur autour  de  ce  point.  Mais  cette  étude  ne  sera  pas  également  facile 
dans  tous  le-  cas. 

Si.  en  effet,  on  suppose,   par  exemple,  que  noire  fonction   soit  une 

A 
somme  «le  termes  de  la  forme  — — ,  où  les  a  sont  positifs,  l'ordre 

[x      «„)«  i 

au  point  x,  sera  nécessairement  Le  plus  grand  i\e<,  nombres  a. 

11  n'en  sera  pas  de  même  dans  les  cas  où  l'ordre  sera  négatif  et  où 

notre  fonction  sera  une  somme  de  puissances  positives  de  x  —  ./•„.  Car 
dors  il  peut  se  faire  que  le  terme  de  moindre  degré  en  ./'  —  ./„  soit  un 
terme   holomorphe  qui   n'aurait    aucune   influence   sur  l'ordre.    Par 

exemple,  la  fonction  A(.c  —  ./•„)  -+-  B(a?  —  x0  r  n'est  pas  d'ordre  —  i, 
mais  bien  d'ordre  ;.  Aussi  nos  propositions  fondamentales  seront- 
elles  établies  exclusivement  pour  les  ordres  positifs,  ce  qui  ne  nous 
empêchera  pas  d'étendre  leurs  principales  conséquences  aux  ordres 
quelconques. 

En  premier  lieu,  si  la  fonction  f  (/,  sur  un  arc  déterminé  et  à  ses 
extrémités,  un  ordre  inférieur  au  nombre  positif (o,  et  que  l'on  dé- 
crive, avec  un  rayon  voisin  de  l'unité)  un  an-  de  cercle  limité  au.r 
mêmes  rayons  que  le  premier  (fig-  7  )  '• 

1"  Le  produit  (1  —  p  )'"/(  ze'1'  )  tend  rers  0,  et  cela  uniformément , 
quel  que  soit  l'argument  0.  pourvu  que  le  rayon  correspondant 
coupe  l'arc  donné; 

20  Si  1  désigne  l'écart  sur  l'arc  de  cercle  de  rayon  p,  le  produit 
(l  —  p)*I  fend  aussi  rers  o. 

Supposons  d'abord  la  fonction  d'ordre  moindre  que  eu  sur  le  cercle 

entier.  Le  quotient     0"'_ ,  tend  vers  o  pour  m  augmentant  indéfiniment. 

Si  nous  désignons  par  G"  le  coefficient  de  ./•"'  dans  le  développement 

de  >  nous  pourrons  dire  encore  que  le  Quotient  ^~  tend  vers  o. 

(1  —  x  iM  '  '  l  G% 
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Car  la  quantité  G,„  =  — —  -^ f  est  comparable  a   _.    .  >  ainsi 

qu'on  l'a  vu  au  n°  35.  Si  donc  £  est  un  nombre  donné  aussi  petit  qu'on 

Fig.  7. 


le  veut,  on  a,  à  partir  d'une  certaine  valeur  m0  de  m, 


a>n  \<  -  G; 


On  peut  admettre  que  cette  inégalité  est  vérifiée  aussi  pour  les  va- 
leurs de  m  inférieures  à  m0,  sauf  à  ajouter  un  polynôme  $(#)  de  de- 
gré j?i0.  La  fonction  y  sera  donc  constamment  plus  petite  que 

îHp-gs  +  i*^)!. 

D'ailleurs  V  p'"G^  étant  égal  à  ^ —  >  il  viendra 


(i-p)"i/(*)i<5-+o-p)"in 

Or  le  second  membre  de  cette  inégalité  peut  être  rendu  moindre  que  s 
pour  p  suffisamment  voisin  de  1 . 

Quant  à  l'écart  I  de  la  fonction  sur  le  cercle  de  rayon  p,  nous  avons 
vu  précédemment  (n°  40)  qu'il  est  égal  à  /i,  S  -+-  k2  [/.,  en  appelant  S  la 
série  formée  par  les  modules  des  termes  de  la  série  (2),  et  [x  la  plus 
grande  valeur  du  produit  mhm\  am  \pm.  On  peut  appliquer  au  premier 
terme  S  le  raisonnement  précédent,  et  l'on  voit  que  le  produit  (  1  —  p)w  S 
tend  vers  o . 
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Pour  avoir  une  limite  supérieure  de  ul,  nous  pourrons  d'abord  nous 
borner  à  considérer  les  valeurs  de  ///  supérieures  à  un  entier  déterminé 
quelconque;  car,  pour  ///  fini,  le  produit  raLm|«m[p,n(i —  p)w  tend 
évidemment  verso.  Or,  pour  m  suffisamment  grand,  le  module  çle  #,„ 

est  moindre  »  j  1 1»  •         ->  en  appelant  m  un  nombre  plus  petit  que  eu, 

mais  plus  grand  que  l'ordre  de  la  fonction  donnée.  Si  nous  rempla- 
çons }  par  i  —Y),  nous  voyons  «pic  nous  avons  à  considérer  la  plus 
grande  valeur  de  la  quantité  (i  —  r\  )'"///" '//"  et  à  rechercher  ce  que  de- 
vient  ce  maximum  lorsque  Y]  tend  verso. 

lai  écrivant  que  la  quantité  en  question  s'accroît  par  le  changement 
tlt1    ///    en    ///  +  i ,    nous    trouvons    » 1 1 1  **    ///    doil    être    plus    petit   que 

•  Si  ///„  désigne  le  plus  petit  entier  supérieur  à  celle  limite, 


1  — T» 


nous  voyons  que  notre  expression  croit  jusqu'à  ///  —  m0  et  décroît  en- 
suite. Le  maximum  a  donc  lieu  pour  m  =  ///„.  D'ailleurs,  m0  peut  être 

remplace  par  — >  a  une  erreur  près  qui  reste  urne  pour  yj  inlinnneni 

petit,  et.  par  suite,  ne  peut  altérer  «pie  dans  un  rapport  fini  le  produit 
qui  QOUS  occupe.  Ce  dernier  prend  alors  la  forme 


C— i)'(t)  * 


Le  premier  facteur  a  pour  limite  c"v  ;  le  produit  des  deux  autres  tend 
vers  <».  La  seconde  partie  de  notre  théorème  est  donc  aussi  établie. 

Nous  ;i\»»iis,  il  est  M'ai,  supposé  que  /'(  x)  est  d'ordre  moindre  que  a> 
sur  le  cercle  entier;  mais  on  ramène  le  cas  général  à  celui-là  en  ajou- 
tant une  fonction  holomorphe  sur  Tare  donné  (n°  42). 

Si  la  quantité  (o'"  l ,  au  lieu  de  tendre  vers  o,  avait  une  limite  quel- 
conque A,  le  raisonnement  donné  plus  haut  conduirait  à  ce  résultat, 
que  le  produit  /(./;)(  i  —  x)w  aurait  pour  limite  A  (')  toutes  les  fois 


(l)  Ce  théorème,  pour  le  cas  des   séries  réelles,  a  été  établi   par   M.  Appell 
(Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVII;  1878). 
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I  j  x\ 

que  x  tendrait  vers  i  par  des  valeurs  telles  que  le  rapport  — — — ■  reste 

fini,  ou,  autrement  dit,  que  la  droite  joignant  le  point  variable  au 
point  d'affixe  i  fasse  un  angle  fini  avec  la  tangente  au  cercle  de  con- 

vergence  en  ce  dernier  point.  Pour  co  =  r ,  et  en  posant  f{x)  =  —  —  , 
ce  fait  revient  au  théorème  connu  ('  )  : 

Si  la  série  (2)  est  convergente  en  un  point  x0  du  cercle  et  a  pour 
somme  A,  sa  valeur  a  pour  limite  A,  lorsque  x  se  rapproche  de  ./•„ 
par  des  chemins  faisant  un  angle  fini  avec  le  cercle. 

44.  Inversement,  si  les  quantités  (1  —  p)w/(p6>'9)  et  (1  —  p)wl  res- 
tent finies  et  moindres  qu'une  quantité  A  lorsque  l'on  fait  tendre  p 
vers  l'unité,  6  variant  entre  y.  et  (3,  la  fonction  est  d'ordre  au  plus 
égal  à  to  sur  l'arc  a  (3  {fi g.  7). 

Pour  le  démontrer,  on  désignera  para)" un  nombre  supérieur  d'aussi 
peu  qu'on  voudra  à  a>,  et  l'on  considérera  la  quantité 

(63)  ar°*V-rf(x)  =  ^jf(i  -  ty-*f{tx)dt. 

D'après  les  hypothèses  actuelles,  /  étant  différent  de  1,  le  module 

À 

de  f{x)  est  moindre  que  >  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  d'ar- 

gument  compris  entre  a  et  [3,  et  de  module  inférieur  ou  même  égal 
à  1.  Il  en  résulte  que  l'intégrale  précédente  est  finie  et  même  unifor- 

T 

mément  finie,  c'est-à-dire  que  l'intégrale      '       /    (1  —  t)M"~'  f{tx)dt 

tend  uniformément  vers  sa  limite  quand  T  tend  vers  1.  Or,  pour  T 
différent  de  1,  cette  dernière  intégrale  est  une  fonction  finie  et  con- 
tinue de  x  dans  les  limites  de  variation  précédentes.  On  peut,  dès  lors, 
refaire  le  raisonnement  qu'on  emploie  à  propos  des  séries  uniformé- 
ment convergentes  (2)  et  conclure  que  ces  propriétés  de  continuité 
subsistent  pour  T  =  1 . 

(*)   Voir  Stoltz,  Allgemeine  Arilhmetik,  t.  II. 

C2)  Au  reste,  on  pourrait  considérer  cette  intégrale  comme  une  série,  en  la  par- 
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L'écart  de  la  fonction  (63)  sur  l'arc  y'^  se  trouve  en  considéranl 
l'expression 


Kiani  donnée  la  manière  dont  / devienl  infini  aux  environs  du  cercle 
de  convergence,  celle  expression  définit  une  intégrale  double;  nous 
pouvons  donc  renverser  l'ordre  des  intégrations  el  écrire 


,   '       f    (i-  /V"    'di  f  né***f(te*)db 


«  h  l'intégrale  qui  multiplie  <//(  i    -  /  )'"    '  esi  inférieure  à  I,  écart  de 
la  fonction  /  sur  le  cercle  de  rayon  /,  et,  par  conséquent,  moindre  que 

•  ce  qui  donne,  pour  l'intégrale  finale,  une  valeur  moindre  que 
il      i  ) 


I  -tu) 

Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  que  la  fonction  .r~M" l|7'"/(  x  ) 
es!  Qnie,  continue  el  à  écarl  fini  sur  l'arc  oc[J,  el  cela  quand  on  choisi! 
le  nombre  a>*  supérieur  d'aussi  peu  qu'on  le  veut  à  w;  ce  qui  montre 
que  f  esl  bien  d'ordre  au  plus  égal  à  co  sur  l'arc  a[2. 

io.  Nous  obtenons  ainsi,  connue  on  le  voit,  une  nouvelle  définition 
de  l'ordre,  du  moins  lorsque  ce  nombre  est  positif.  Ce  sera  le  plus 
petit  nombre  a>  tel  que  les  quantités  (i  —  p)w/(pe'°)  et  (i  —  p)0)l  res- 
tent finies  quand  p  tend  vers  l'unité. 

Multiplions  maintenant  la  fonction  f  par  une  fonction  '\  qui  reste 
finie  et  continue  dans  le  secteur  qui  a  pour  base  Tare  a[3  (fîg.  7),  et 
dont  les  parties  réelle  et  imaginaire  aient  chacune  un  nombre  fini  de 
maxima  et  de  minima  tant  sur  l'arc  a(3  que  sur  les  arcs  correspondants 
des  cercles  concentriques  et  intérieurs.  Le  produit  (1  —  p)M/(p('l()) 
restera  fini  après  celle  multiplication  s'il  l'était  avant,  et  il  en  sera  de 


tageant  en  intégrales  partielles  prises  entre  les  limites  o  et  |,  |  et  f ,  f  et  |,  etc. 
On  reconnaît  facilement  que  la  série  formée  par  ces  intégrales  partielles  est  uni- 
formément convergente. 


ESSAI    SUR    L  ETUDE    DES    FONCTIONS.  179 

même  du  produit  (i  —  p)wI;  car  nous  savons  (n°  39)  que  l'écart  sera 
multiplié  simplement  par  le  plus  grand  module  de  la  fonction  ^  dans 
l'intervalle  considéré  et  par  un  nombre  fini.  L'ordre  de  f  ne  sera  donc 
pas  augmenté. 

Il  en  sera  encore  de  même  si  Ton  multiplie  la  fonction  f  par 
L(x  —  x0),  la  quantité  x0  désignant  l'affixe  d'un  point  situé  sur  le 
cercle  de  convergence;  car  les  produits  (i  —  p)w/et(i  —  p)wI  seront 
multipliés  par  L(i  —  p),  lequel  est  moindre  que  toute  puissance  posi- 
tive de >  quelque  petit  que  soit  l'exposant. 

1      ? 

46.  Ceci  nous  donne  tout  d'abord  la  détermination  de  l'ordre  dans 
les  cas  les  plus  usuels. 

En  premier  lieu,  pour  toute  valeur  négative  de  /•,  l'ordre  de  (x  —  x0)r 
est  évidemment  égal  à  —  r  au  point  xa.  Il  en  sera  de  même,  d'après 
les  remarques  précédentes,  pour  les  fonctions 

(x  -  x0 y  '|,     (>  —  x0  Y  fy  Lh (x  —  x0 ), 

où  'j<  est  une  fonction  satisfaisant  aux  conditions  indiquées  ci-dessus  el 
h  un  entier  quelconque.  Du  moins  l'ordre  de  ces  fonctions  sera  au  plus 
égal  à  —  r.  Mais  il  faut  remarquer  que  l'ordre  de  (x  —  ./;0)'"LA(.r  —  x0) 
ne  saurait  être  moindre  que  —  7'  (n°  45). 

Envisageons  maintenant,  pour  une  valeur  positive  de  ;•,  la  fonction 
(x  —  x0)r<Sh(x  —  x0),  où  <$  est  un  polynôme  (').  Si  /•  est  un  entier 
et  (jue  a"  se  réduise  à  une  constante,  la  fonction  est  holomorphe. 
Dans  le  cas  contraire,  la  dérivée  de  cette  fonction  sera  de  la  forme 
(./■ —  ./•,))'"' <p,,  et,  en  général,  la. dérivée  d'ordre  E  sera  de  la  forme 
(  ./•  —  x0)'"~E(rK.  Cette  dernière  expression,  si  E  a  été  choisi  supérieur 
à  /',  est  de  l'ordre  E  —  r,  puisqu'elle  rentre  dans  celles  qui  viennent 
d'être  étudiées.  Il  en  résulte  que  la  fonction  donnée  est  de  l'ordre  —  /•. 

Or  le  cas  qui  se  présente  le  plus  fréquemment  est  celui  où  la  fonc- 
tion non  holomorphe  au  point  x(>  se  présente  autour  de  ce  poinl  sous 


(')  L'expression    C.C  pourrait  d'ailleurs  contenir  des  puissances   négatives  de 
\;(jc  —  j"„)  sans  que  nous  ayons  à  modifier  la  suite  de  nos  raisonnements. 
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la  forme 

où  les  /';  sonl  des  nombres  quelconques,  positifs  ou  négatifs,  les  //,  des 
entiers  positifs  et  les  ^i  des  fonctions  régulières.  On  voil  alors  que 
l'ordre  de  la  première  partie  esl  égal  au  plus  petit  dos  nombres  ri 
changé  de  BÎgne,  en  exceptant  ceux  pour  lesquels  ix\-  se  réduit  à  une 
constante,  /•,  étant  un  entier  positif. 

Quant  à  la  seconde  partie,  elle  ne  modifie  m  aucune  façon  l'ordre, 
parce  que   la   fonction  (a?  —  x\  esl    d'ordre    au    plus   égal  à 

—  /•,  —  //,.  (  leci  résulte  du  théorème  suivanl  : 

\1 .  On  ne  saurai/  augmenter  l'ordre  (Tune  fonction  sur  un  arc 
quelconque  en  la  multipliant  par  une  fonction  holomorphe  en  tous 
h-s  points  de  cet  arc 

On  est  même  assuré  que  l'ordre  n'a  changé  en  aucune  façon,  si 
la  fonction  muUiplicatrice  ne  s'annule  en  aucun  point  de  rare. 

En  premier  lieu,  une  fonction  holomorphe  jouissant  do  toutes  les 
propriétés  que  nous  avons  indiquées  pour  les  fonctions  '-p,  nous  savons 
déjà  «pic  si  l'ordre  de  la  fonction  donnée  est  positif,  il  ne  pourra  pas 
être  augmenté  par  la  multiplication.  De  plus  le  même  raisonnement 
prouve  que  si  l'ordre  était  plus  petit  qu'un  nombre  positif  quelconque 
il  in-  peut  devenir  plus  grand  «pu-  ce  même  nombre.  En  particulier,  s'il 
était  négatif  ou  nul,  il  ne  peut  devenir  positif. 

Soit  maintenant  une  fonction  d'ordre  négatif  —  /•  sur  Tare  a(3,  que 
l'on  multiplie  par  une  fonction  vp  régulière  le  long  du  même  arc;  soit  JO 
le  plus  petit  entier  supérieur  à  /-,  de  sorte  que  la  dérivée  Eie,ne  de  ^  est 
d'ordre  positif  E  —  r.  La  formule  de  Leibnitz  nous  donne  pour  la  dé- 
rivée Ei,lue  du  produit/'j»  une  somme  de  termes  de  la  forme  D^.-*/.  D*  '\> 
multipliés  par  des  coefficients  numériques.  Or,  pour  k  différent  de  o, 
la  dérivée  D|~*/  est  d'ordre  négatif  ou  nul,  et  reste  telle  après  la 
multiplication  par  D*  '];,  d'après  la  remarque  qui  vient  d'être  faite. 
Quant  à  D£/,  il  a  pour  ordre  le  nombre  E  —  /*,  lequel  est  positif, 
et,  par  suite,  n'est  pas  augmenté  par  la  multiplication.    La   dérivée 
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j^ieuie  defty  est  donc  bien  au  plus  d'ordre  E  —  r,  de  sorte  que/'j»  lui- 
même  ne  peut  être  d'ordre  supérieur  à  —  r. 

La  seconde  partie  du  théorème  résulte  de  la  première  ;  car,  si  ^  ne 
s'annule  pas  sur  l'arc  donné,  les  deux  fonctions  ']/  et/ sont  toutes  deux 
holomorphes  le  long  de  cet  arc,  de  sorte  que  l'ordre  ne  peut  être  ni 
augmenté  ni  diminué. 

Enfin,  nous  énoncerons  encore,  dans  le  même  ordre  d'idées,  une 
dernière  proposition  : 

Quand  on  multiplie  entre  elles  drue  fonctions  d'ordre  positif, 
l'ordre  du  produit  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  ordres  des  fac- 
teurs. 

Soient  w  et  a/  les  deux  ordres,  que  nous  supposerons  d'abord  pris 
sur  le  cercle  de  convergence  entier;  £  un  nombre  positif  très  petit.  Les 
coefficients  de  xm  dans  les  deux  séries  seront,  à  partir  d'un  certain 
rang-,  plus  petits  respectivement  que  G"+t  et  G"'+s  (n°  45).  Supposons 
les  coefficients  moindres  que  les  limites  précédentes  pour  toutes  les 
valeurs  de  m,  ce  que  l'on  peut  faire  en  retranchant  des  deux  séries  des 
polynômes  (£  et  $'  convenablement  choisis. 

La  formule  de  multiplication  des  séries  ne  contient  que  les  signes  -+- 
et  x ,  à  l'exclusion  de  tout  signe  —  .  Le  coefficient  de  xm  dans  la  série 
produit  est  donc  moindre  que  le   coefficient  de  x"1  dans  le  produit 

(~i_  a?)M+s  (I_.c)co/+e?   c'est-à-dire   que    G;;;+(,,+-\    Quant    aux    parties 

complémentaires  provenant  des  polynômes  $  et  <£',  elles  sont  d'ordres 
w  et  o>'  au  plus. 

Si  les  ordres  w  et  a/  sont  ceux  des  fonctions  données  sur  une  partie 
seulement  du  cercle,  on  les  transformera  en  fonctions  d'ordres  infé- 
rieurs à  w  ■+-  £  et  w'  -h  £  sur  le  cercle  entier  par  la  soustraction  de  fonc- 
tions régulières  (n°  40).  Ces  dernières  à  leur  tour,  en  vertu  du  théo- 
rème précédent,  ne  donnent  dans  la  multiplication  que  des  produits 
partiels  d'ordres  <o  et  0/  au  plus.  Le  produit  total  est  donc  d'ordre 
moindre  que  co  h-  w'  -+-  2£.  Notre  théorème  est  par  suite  démontré, 
puisque  £  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  le  veut. 

48.   Les  théorèmes  précédents  vont  nous  permettre  de  calculer  la 

Journ.  de  Math.  (4«  série),  tome  VIII.    -  Fasr    II,  1892.  2/| 


I.       Il  \"  Wl  \l!l>. 


donné  par  le  terme  i  sera,  par  suite,  plus  grand  que  w. 


valeur  de  la  fonction  donnée  en  un  point  ordinaire  du  cercle  de 
convergence^  poun  u  toutefois  que  l'ordre  sur  ce  cercle  soit  un  nombre 

lini. 

Soit,  en  effet,  M  cel  ordre  supposé  positif  (');  soit  X0  un  point  ordi- 
naire du  cercle  où  la  fonction  ail  la  valeur  V,  de  sorte  qu'elle  puisse  se 

iiiel  Ire  SOUS  la  forme 

(64)  ^-h(x-      c(,v|, 

i  désignant  une  fonction  régulière  autour  du  point  ./•„. 
Prenons  un   nombre  to    plus  grand   que   co  el   multiplions  /'  par 

—    ta30™    '"  '  ''"  l<)Ut  Pom'  ''"  cercle  autre  que  a?0  Tordre 

(,-         -    ■» 

restera   invariable,   en    vertu    du    n°   \1.    Au  poinl    x0   l'ordre  sera 
Donc  la  partie  principale  des  coefficients  de  — — ,  provient  de  ce 

i  -  - 

terme '■     — -.»  de  sorte  que  le  rapport  des  coefficients  correspondants 

(-£) 

dans  les  développements  de  il  de  — -,  a  pour  limite 

\       •'■„ 
l'unité.    Il  <mi  résulte 

(b5)  A  =  lun  — ^, 

I!  est  clair  que  le  second  membre  pourrait  s'écrire  sous  forme  d'une 
série,  de  sorte  qu'on  a  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  la  .série  (2)  est  (Tordre  fini  sur  le  cercle  de  con- 
vergence, on  peut  former  une  série  de  polynômes  qui  converge  et 
représente  la  fonction,  non  seulement  à  U  intérieur  du  cercle,  mais 
encore  en  tout  point  non  singulier  de  la  circonférence. 


(')  Si  w  était  négatif,  il  devrait  être  remplacé  par  o  dans  les  raisonnements  qui 
suivent. 
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Soit,  par  exemple,  f(x)  =  -   :— •  En  prenant  0/  =  2,  on  trouve 

ao 

=  V  —        — r  (1  4-  ix  +  3.t2,  . . -h  m.rm~{  ). 

1  —  x         +d  m  (m  -+-  1  ) 

m  =  1 

Si  co  est  plus  petit  que  1,  on  peut  prendre  w'  =  1  et  la  formule  (65) 
devient 

A  =  lim («0  -h  àtcc0  -+- .  . .  -h  a„ 

Notre  méthode  revient  donc  ici  à  la  sommation  directe  de  la  série 
et  nous  retrouvons  le  théorème  connu  :  La  série  de  Taylor  est  conver- 
gente sur  le  cercle  tant  que  la  fonction  ne  présente  sur  ce  cercle  que 
des  points  singuliers  d'ordre  inférieur  à  1 . 

Si  l'on  veut  trouver  le  second  terme  du  développement  de  /autour 
du  point  x0,  on  commencera  par  retrancher  A,  après  quoi  on  divisera 

non  plus  par  (  1  —       )    •>  mais  par  I  1  -  ,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  méthode  peut,  d'ailleurs,  s'étendre  à  certains  points  singuliers  : 
tout  d'abord  ceux  (d'ordre  nécessairement  négatif)  où  /  est  de  la 
forme  (64),  la  fonction  <^  satisfaisant  aux  conditions  énumérées  au 
n°  45.   Supposons  ensuite    qu'en  un  point  singulier   notre  fonction 

puisse   se    mettre   sous  la    forme -^H-/,,    où    /*,    est   d'ordre 

\  '  x»  ) 
moindre  que  a.  Il  suffira  de  diviser  par  f  1 j  Le  terme/,  don- 
nera (n°  47)  un  résultat  d'ordre  inférieur  à  0/  et,  comme  sur  le  reste 
du  cercle  la  fonction  n'est  que  de  l'ordre  co,  on  obtiendra  A  par  une 
formule  analogue  à  la  formule  (65),  mais  où  figurent  au  numérateur 
les  quantités  G^'-a  au  lieu  des  quantités  G^. 

49.   Recherchons  maintenant  s'il  est  possible  d'abaisser  Tordre  de 

notre  fonction  en  la  multipliant  par  le  binôme  1 

Cette  multiplication  ne  pouvant  changer  l'ordre  qu'au  point  :c0 
(n°  47),  ce  point  doit  être  un  point  singulier.  Ce  doit  être  un  point 
isolé  sur  le  cercle,  ou  du  moins,  s'il  y  a  des  points  critiques  infiniment 
voisins,  leur  ordre  doit  être  moindre  que  celui  de  x0  et  en  différer 


un  point  voisin  de  rÉ  ne  peul  être 
nt  voisin  de  >■>.  i  ordre 

l.i  moltiplication  peu   i  diminuera 

/  pourra  se  dé 

16,  en  une 

. 

t  suffisante.  En  tout 
lien   [><>  lien 

il  \  i ,ii  pour  y.  m  .i 

«     . 

moindre  qne  /'(  x  |  el  bnrei 

•  r  i  -  i  -i  tonte 


■  -/,-*-/<  ./■/;. 


//. 


i  —  -        -r  d'ordre  Moindre  que  l'ordre  &>  de 

Ire  qne  »  -h  a  et,  comme  il  en 
le,  il  en  ime  du  second. 

Isncrsemea    -  -    b  fonction  l  i  —  —  lir*D£/ 

moindre  qne  e  produit  de 

i 
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qui  admet  pour  poim  singulier  unique  le  point  x  =  i .  Ce  point  ap- 
partient bien  d'ailleurs  à  la  classe  qui  a  été  considérée  au  numéro 
précédera  ;  car,  si  l'on  multiplie  La  Fonction  par  i  a?,  le  coefficienl 
de  r'  il  \  iendra 

sinLw  —  sinL(/w      i)      2cos-L[/h(wî      i)lsin    L(-  ); 


le  dernier  facteur  es!  de  l'ordre  de     •  alors  oue  les  autres  donnenl  un 

produit  plus  petit  que  2.    ^.près  la  multiplication  par  1      a?,  la  fonc- 
tion (6a  )  esl  donc  devenue  d'ordre  o,  taudis  qu'elle  étail  d'ordre  1 

auparavant.  Malgré  cela,  nous  avons  constaté  que  le  rapport     -    ne 
tendait  pas  \  ers  l'unité. 


, .  d-z         dz  y 
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Sur  l'équation  y-^ —  ■ -=-  =  o  et  la  théorie  de  la  chaleur 


Par  M.   Paul  APPELL. 


L'équation  -r-j  —  "-  =  o,  qui  se  présente  dans  la  Théorie  de  la  cha- 
leur, a  été  l'objet  d'un  grand  nombre  de  travaux.  Intégrée  par  Fourier, 
Poisson,  Ampère  ('  ),  elle  a  été  étudiée  en  détail  parRiemann  dans  son 
Ouvrage  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  Physique  ma- 
thématique (2),  et  par  Schlaefli,  dans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  72 
du  Journal  de  Crelle.  M.  Jordan  Ta  traitée  comme  exemple  dans  le 
Tome  III  de  son  Cours  d'Analyse  (p.  387).  M.  Boussinesq  a  résumé 
les  méthodes  générales  d'intégration  propres  à  cette  équation  et  aux 
autres  équations  de  la  Physique  mathématique  dans  le  Tome  II  de  son 
Cours  d'Analyse  infinitésimale  (Calcul  intégral,  Compléments). 
Citons  encore  Mme  Kowalevski  (3),  qui  a  appliqué  à  cette  équation  spé- 
ciale les  méthodes  de  Cauchy,  M.  Bourlet,  qui  l'a  prise  comme  exemple 
dans  sa  Thèse  de  doctorat,  en  regardant  l'équation  comme  résultant 
de  l'élimination  de  v  entre  les  deux  équations 

dz     _   ^  eJr dz 

1  '  r;.<         Or 


(1)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  X,  p.  587. 

(2)  Partielle  Differentialgleichungen    und  deren    Anwendung   au/ phy 
sikalische  Fragen,  p.  107,  122;  1869. 

(*)  Journal  de  Crelle,  t.  80,  p.  22. 
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qui  forment  un  système  canonique  et  complètement  intégrable.  Ces 
équations  admettent  *-*»iii  111**  système  d'intégrales  le  plus  général  des 

touillons  r  t-i  c  qui,  pour  x  /•„.  se  réduisent  respectivement  à  des 
Fonctions  données  à  l'avance  'If  la  variable  y  {  '  }.  On  ne  peul  pas  affir- 
mer qu'il  existe  une  intégrale  3  qui,  pour  y  o,  se  réduise  à  une  fonc- 
tion donnée  de  x.  Mme  Kowalevski  a  montré,  par  exemple  (/oc.  cit.Y 

que  cette  équation  n'a  pas  d'intégrale  <jui  s»-  réduise  à  pour 

y  =  a.  M.  Darboux  (f)  a  rappelé  cet  exemple  de  M""  KLowalevski  à 

propos  d'une  Note  dp  M.  Méra\  (  :l  )  sur  un  l'ail  de  même  nature. 
L'équation 

,Pz       dz 
dx%        dy 

constitue  le  type  le  plus  important  auquel  on  peut  réduire  les  équa 
lions  linéaires  à  coefficients  constants. 

.    .'  . .     i)   :  .  ,  i)'1  z  ,  .   <)z  , ,  <)z  , , 

\  ,  >  I >  ,     =      ■    < .  .•  I )   .     fih- — hF«  =  o 

iii  Or  (i i  -  (f.r  ay 

dans  le  cas  parabolique  Bs  AC  =  o,  connue  on  le  verra  dans  un 
Mémoii e  récent  de  M.  du  Bois-Reymond  <  Journal  de  Crellc,  t.  101  ). 
L<'  cas  elliptique  B*  —  Ai  !<oa  été  étudié  par  de  nombreux  ailleurs, 
Lejeune-Dirichlet,  Riemann,  Schwarz,  Weber(4).  l'Ius  récemment, 
M.  Picard  a  consacré  d'importants  Mémoires  à  l'étude  de  ce  cas, 
même  dans  l'hypothèse  des  coefficients  variables  ( 5);  il  a  montré  que, 
si  Ba  —  AC  >  o,  l'intégrale  n'est  pas  nécessairement  analytique.  M.  du 
Bois-Reymond  s'est  occupé,  dans  le  Mémoire  cité  (Crelle,  l.  104),  du 


C1)  Bourlet,  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  simultanées,  Thèse  de 

doctorat,  p.  53. 

(*)  Comptes  rendus,  t.  CVI,  p.  65 1. 

(3)  Ibid..  p.  648. 

i  '•)  Mathematische  Annalen,  t.  I. 

(5)  Acta  mathematica,  t.  XII;  Journal  de  Mathématiques,  1890;  Journal 
de  l'École  Polytechnique,  LX1' Cahier,  r8o,o;  Comptes  rendus,  1891,  premier 
semestre. 
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cas  hyperbolique  B2  —  AC  >o,  en  employant  principalement  la  con- 
sidération de  l'équation  adjointe  et  une  méthode  analogue  à  celle  de 
Riemann  ('  ). 

Dans  ce  travail,  nous  ne  reprenons  pas  les  résultats  que  donnent  les 
méthodes  de  Cauchy;  nous  nous  plaçons  surtout  au  point  de  vue  de 
la  Physique  mathématique,  en  supposant  x,  y  el  z  réels,  et  nous  nous 
inspirons  des  méthodes  de  Riemann.  Nous  nous  attachons  principale- 
ment (nos  10  et  suivants)  à  répondre  à  une  question  qui  nous  a  été 
posée  par  M.  Boussinesq  sur  la  Théorie  de  la  chaleur  et  que  nous  avons 
résolue  en  partie  dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences 
flans  la  séance  du  27  mai  1890.  Cette  question  peut  s'énoncer  comme 
il  suit.  On  considère  un  conducteur  indéfini  dans  lequel  la  tempéra- 
ture u  est  supposée  dépendre  uniquement  de  l'abscisse  x.  Cette  tem- 
pérature u  étant  donnée  arbitrairement  en  fonction  de  x,  u  =  f(x),  à 
l'instant  initial  t  =  o,  les  formules  de  Fouricr  déterminent  la  tempé- 
rature à  un  instant  postérieur  l  quelconque,  /  >  o.  Mais  on  demande  : 
i°  si  l'état  initial  donné  pour  u,  u  =y(a?),  provient  lui-même  d'un  état 
antérieur  (t  <^  o);  20  lorsque  cet  état  antérieur  existe,  s'il  est  unique, 
et  comment  on  peut  le  trouver.  Nous  pensons  avoir  répondu  d'une 
manière  satisfaisante  à  ces  deux  questions  :  l'état  antérieur  n'existe  pas 
toujours;  quand  il  existe,  il  est  unique  et  peut  être  déterminé  dans 
des  cas  très  généraux.  Pour  que  l'état  antérieur  existe,  il  est  nécessaire 
(mais  non  suffisant)  que  la  fonction  donnée  f(x)  soit  une  fonction 
transcendante  entière  de  x,  c'est-à-dire  une  fonction  développable  en 
une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  positives  de  ./;,  con- 
vergente quel  que  soit  x. 

1.   Résolvons  d'abord  la  question  suivante  : 

Chercher  toutes  les  transformations  de  la  forme 

z  =  l(.v,  y)z',         x  =  ç. (a?,  v),         y' =  ty(x,  y), 


(')   Voir  Darbolx,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  II,  Gliap.  IV. 
Joum.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  II,  1892.  23 
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qui  ramènent  l'équation 

\  de 

oz  ,         r-0  =  a 

a  lu  même  forme 

à  <):■ 

°Z  ,h ■■■•   "    ,h  °" 

I  n  calcul  Facile,  mais  an  peu  long,  conduil  nu  résultai  suivant, 
qu'on  peu!  aussi  déduire  <l«'s  propositions  données  par  M.  Lie  dans 
son  Mémoire  l  cher  die  Intégration  durch  bestimmte  Intégrale  von 
einer  Classe  linearen  partielle  n  Differentialgleichungen,  p.  356. 
La  substitution  la  j>lus  générale,  conservant  à  l'équation  sa  forme,  <'si 

■    iv 


,,   ■.  i    **  -- 


k(x—  B)        Q/  k* 

où  C,  /. .  a,  [3,  x  ,  j  désignent  des  constantes  arbitraires  <l<>ni  les  deux 
premières  sont  différentes  de  zéro. 

Cette   substitution   générale   est   composée  avec   les  substitutions 
simples 

(i)  3       C:.  >        kx-hOL,  y'=k*y+$, 

(l)  :  C   4r,  /•'  K  = ' 

dont  la  première  est  évidente.  (  )u  voit  en  particulier  que,  si  r  =  F(.r,  y} 
est  une  solution  d<'  l'équation  ùz  =  o, 


en  est  une  autre.  La  transformation 


I  -  rr  ,-.  /    .r  1 

■  v  >'  >• 


,         .r  ,  i 
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est  une  transformation  homographique  du  plan  des  xy,  qui  remplace 
ici  l'inversion  de  Thomson  pour  le  potentiel. 
Par  exemple,  la  solution 

-   .  nax  +  a'-y 

a   —  o  , 

où  a  désigne  une  constante  arbitraire,  donne,  par  la  transformation  ci- 
dessus,  la  solution 

I  >•  -  2rli- 


v— y 

qui  est  bien  connue. 

2.   La  solution  de  l'équation  oz  =  o, 


est  finie  et  continue  en  tous  les  points  à  distance  finie,  et  admet  des  dé- 
rivées de  tous  les  ordres.  Il  existe  des  solutions  plus  simples  possédant 
cette  propriété,  ce  sont  les  solutions  qui  sont  des  polynômes  en  x  cl  y. 
Si  l'on  développe  eax+a''y  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  a, 

(3)  ^^=2_£L_vv(*,y), 

7  =  0 

les  coefficients  Vv(.r,  y)  sont  des  polynômes  en  x  et  y  homogènes  et 
du  degré  v  par  rapport  à  x  et  \]y  ;  ces  polynômes  vérifient  évidemment 
l'équation  différentielle,  puisque  la  fonction  (3)  la  vérifie  quelle  que 
soit  la  constante  a.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  montre, 
en  outre,  que  ce  sont  les  seuls  polynômes  vérifiant  l'équation. 

Tl  est  à  remarquer  que  ces  polynômes  s'expriment  simplement  à 
l'aide  des  polynômes  à  une  variable  que  M.  Hermite  (')  a  déduits  de 
la  différentiation  de  l'exponentielle  e~z\  Les  polynômes  de  M.  Hermite 
sont,  en  effet,  définis  par  la  série 


■2hz-h 


■=2i^W 


(')   Comptes  rendus,  t.  LVI1I,  p.  g3,  266. 


Faisons 
nous  aurons 
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/'      a  v  —  y. 
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V=0  '  '      ' 

d'où,  en  comparant  au  développement  (3), 


Les  polynômes  1\(  r  )  de  M.   Hermite  ayant   toutes  leurs  racines 
réelles  et  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  l'équation 

représentera,  si  v  est  pair,  -  paraboles  de  la  forme 


ir=/-! 


<i  si  v  est  impair.  l'axe  ./•  =  O,  avec  — —  paraboles  de  la  même  forme. 

('.«•s  Fonctions  Vv|  x,y)  jouent  un  rôle  analogue  aux  fonctions  de 
Laplace,  c'est-à-dire  aux  fonctions  harmoniques  deTaitet  Thomson, 
dans  la  théorie  du  potentiel. 

Si  nous  puions 


V_v.  ,,(•'-,  y)  =  -7=e  »  V 


y 


V-4-1  •  "- 


2  vv 


celle  fonction  est  homogène  el  du  degré  —  (v  -)-  i  )  en  ./•  et  \jy  et  vé- 
rifie aussi  l'équation  différentielle  ;  elle  s'annule  en  tous  les  points  des 
paraboles  symétriques  des  précédentes  par  rapport  à  Taxe  ()./•,  l'ori- 
gine exceptée. 

On  a  ainsi  des  solutions  V!X(x-, y)  définies  pour  toutes  les  valeurs 
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positives  et  négatives  de  l'indice  [x.  Les  fonctions  correspondant  aux 
valeurs  positives  de  jjl  sont  des  polynômes  ;  celles  qui  correspondent 
aux  valeurs  négatives  de  [x,  des  fonctions  transcendantes  ayant  l'axe 
y  =  o  comme  ligne  singulière. 

On  peut  d'ailleurs  former  directement  une  fonction  génératrice  des 
fonctions  V^  à  indices  négatifs,  en  appliquant  la  transforma  lion  (2), 
page  190,  aux  deux  membres  du  développement  (3). 

On  a  ainsi 

(.r-2<n*         V  =  "  v 


1.2. 

v  — 0 


On  serait  conduit  également  à  ces  fonctions  A  „(#,  v)  en  cherchant 
des  solutions  de  l'équation  cz  =  o  de  la  forme 


yi  o 


Pour  cela,  on  transformera  l'équation  en  posant 


x 


et  prenant  comme  nouvelles  variables  y  et  p.  L'équation  devient 

à2  z  àz  .      dz  _ 

Op-        ~'  dp         *  dy 

Si  Ton  cherche  des  solutions  de  la  forme 


z=yTy(p), 
on  trouve,  pour  déterminer  ç,  l'équation 
(5)  ^  +  2/;--2a?  =  o, 

qui,  pour  ix  entier  et  positif,  est  bien  identique  à  celle  que  vérifient 
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les  polynômes  P-(  s)  de  M .  Hermite,  dans  lesquels  on  remplace  s  par 

P  \      '  • 

Cette  équation!  >)a  pour  solutions  les  fonctions  \  ,,(■.•/>,  [),  pour 

toutes  les  valeurs  entières  de  u.  ;  elle  admet,  pour  chaque  valeur 

entière  de  u,  une  deuxième  solution  qu'il  est  facile  d'exprimer  par 

des  quadratures  el  qui  se  présente  ici  comme  les  Kugelfunctionen 

zwciter  Art  de  I  leine. 

Enfin  cette  équation  pourrail  servir  à  définir  les  V^a?,  y)  à  indices 
ii  aci  ionnaires. 

Contentons-nous  ici  de  détailler  le  cas  u.  o.  Nous  avons  alors  l;t 
solution  s      consl .,  puis 


/;  n1/|  i  ' 


(  lomme  u.  =  o,  la  fonction 

vérifie  l'équation  cz  o  ;  clic  a  pour  coupure  Taxe  ()./•  e!  devient 
imaginaire  quand  on  traverse  cette  coupure.  Si  on  lui  applique  la  trans- 
formation horaographique  (  2  ),  on  en  déduit  la  solution 


-  —  \ 


qui  donnerait  une  intégrale  de  l'équation  (5)  pour  m,  =  —  1.  Cette 
solution  z'  présente  encore  Taxe  Ox  comme  ligne  singulière,  niais 
elle  reste  réelle  quand  on  franchit  cet  axe  ;  elle  est  en  effet  donnée  par 
la  série 


:i  y 


~H-   V^  '  xi,l{[\y)-n 


1  .  ■>. .  .  .  11      ■>.  11  -+- 1 


qui  ne  contient  y  qu'à  des  puissances  entières  négatives.  Toutes  les 
dérivées  partielles  <le  z  sont  des  solutions  présentant  la  même  pro- 
priété. 


SUR    L  EQUATION    -r— ;   —    -—    =   <).  |  (>  ) 

dx-         oy  •' 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  formules  qui  expriment  les  dérivées 
partielles  des  fonctions  Vp  à  l'aide  de  ces  fonctions,  formules  qui  ré- 
sultent immédiatement  du  développement  (3)  diflerentié  successive- 
ment par  rapport  à  x,  y  et  «,  ou  encore  des  formules  relatives  aux 
polynômes  de  M.  Henni  te. 

5.  Formule  analogue  à  la  formule  de  Green.  —  La  notion  d'équa- 
tion adjointe  due  à  Riemann  conduit  immédiatement  à  l'extension  du 
théorème  de  Green  ;  c'est  ce  qui  se  trouve  particulièrement  mis  en 
évidence  dans  les  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  de 
M.  Darboux  (t.  II,  Chapitre  IV)  et  dans  le  Mémoire  de  M.  du  Bois- 
Reymond  (')  (Journal  de  Crelle,  t.  104). 

Soit  une  équation  linéaire  quelconque  d'ordre  n 

'(*)=22A»s£p=0' 

l'équation 

ff(«)-22(-iy**5l9i(A««)=o 

est  \  adjointe  de  la  première,   qui,   inversement,    est  l'adjointe   de 
(,\(u)  =  o.  On  a  l'identité 


ui(z)-  ZCj(u)='- 


—  -f- 

à  x         à  y 


où  M  et  N  dépendent  de  z,  de  u  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre 
//  —  i.  D'après  cela,  si  l'on  considère  une  aire  plane  (A)  simplement 
connexe  et  limitée  par  un  contour  (S),  on  a 

f  f  [u  ^'(-s)  —  z  g(  u  )|  dx  dy  =  j   (M  dy  —  N  dx  >, 

J    ^IA)  «'(S) 

l'intégrale  double  étant  étendue  à  l'aire  (A)  et  l'intégrale  simple  au 
contour  (S)  de  Taire  dans  le  sens  positif.  On  connaît  l'usage  que  Rie- 
mann et  du  Bois-Keymond  ont  fait  de  cette  formule.  Nous  nous  en 

(')   Voyez  aussi   du   même   auteur  :  Beitràge  zur  Interprétation  der  petr- 
tiellen  Differentialgleichungen.  Leipzig,  1 864- 
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servirons  dans  ce  qui  suit,  en  rappliquant  à  l'équation 

S-  —  0Lî  _  El  _ 

ai*        ()y 
dont  l'équation  adjointe  est 

fc.  ()-   Il  ()tl 

6  «=  -71  +•  3-  =  o. 

Il  est  à  remarquer  que  si  une  expression  f(x  —  x^y  -J^o)  (,()||s'- 
déréc  comme  fonction  de  x  el  y  vérifie  oz  o,  considérée  comme 
fonction  de  x9  et  r„.  elle  vérifie  l'équation  adjointe  o'z      <>. 

La  formule  générale  devient  ici 

/   /   i  //  or     ■  z B'u)  dx  dy  =  I  l  u  -p  —  z-r-  jdy  -\-  HZ  (ii\ 

ce  qu'il  esl  facile  de  vérifier. 

Supposons  « ]  1  !«"  l'on  prenne  pour  //  el  ;  des  fonctionsqui,  dans  Taire 
\.  son!  finies,  continues,  admettent  les  dérivées  qui  figurent  dans  les 
formules  et  vérifient  les  équations 


ùz      o. 


0  //  =  o . 


I.i  formule  de\  iendra 


(7) 


f{uÈ      -\t  )'/)—"--'/•'-"• 


i      appliquons  celle  dernière  formule  au  cas  où  le  contour  S  est  un 
rectangle   \l>(d>  |  fig.   1  )  dont  les  côtés  AB  et  CD  sont  des  parallèles 


c 

Fig. 

1 . 

y» 

c 

,r' 

SB0 

' 

1 

0 

— > 

y* 

4      ^ 
1 

/ 

» 

B 

à  l'axe  ox  ayant  pour  ordonnées yt  ety2,  et  dont  les  côtés  AI),  BC 
sont  des  parallèles  à  oy  avant  pour  abscisses  x'  et  x". 


<r-  z      àz 

SUR    L  EQUATION    ^—: —  —   O.  I  ()1 

ô-v1        ay  ,7/ 

Gomme  sur  AI3  et  CD,  on  a  dy  =  o,  et  sur  BC  et  DA,  d.r  =  o,  on 
obtient  la  formule 

(8)  f   (,,«,  -  z2u.1)dx  =  fU[{u^  -  z*£j-  (u£  -  s^)]rf7, 

où  Zfiif  et  z.,u»  sont  les  valeurs  de  zu  surlescôtésy,  ciy.,,  (  u-^  —z  y-) 

.  {     àz          ôu\"  i           ,            i     f     àz  àu\  ,         u,       ,       . 

et  (  m  -y- ;  —  :-r-      les  valeurs  de  (  w-^ ^^-  j  sur  les  cotes  x  r  x  . 

Comme  première  conséquence  de  cette  formule,  nous  allons  établir 
une  propriété  fondamentale  des  polynômes  Vv(x,  jy),  propriété  qui  se 
déduirait  d'ailleurs  facilement  des  propriétés  connues  des  polynômes 
de  M.  Hcrmite. 

Supposons  quc^',  et y2  soient  des  quantités  négatives  quelconques, 
prenons  pour  z  le  polynôme  en  x  et  y 

,  =  Vv(.,,j)  =  (-7)Ù\(-_i=), 

homogène  et  de  degré  v  en  x  et  \ly.  Puis  remarquons  que,  d'après  la 
transformation  homographique  du  n°  1,  la  fonction 

'rV..(  -j I  =  v     s  e  *J  P 


—  m 


où  a  désigne  un  entier  positif,  vérifie,  comme  s,  l'équation  oz  =  o. 
Nous  en  concluons  que  la  fonction,  obtenue  en  changeant  y  de  signe, 


v/-v  -\       /   //        ^      "  -V       n-v. 

vérifie  l'équation  adjointe  o'«  =  o,  qui  se  déduit  précisément  de  la 
proposée  ou  =  o  par  le  changement  dey  en  —  y. 

Ces  deux  fonctions  z  et  //  sont  finies,  continues  et  admettent  les 
dérivées  figurant  dans  les  équations,  dans  l'intérieur  du  rectangle 
ABCD,  yt  et  y.2  étant  nég-atifs,  x'  et  x"  étant  arbitraires.  Nous  pbxtr- 

Journ.  de  Math.  <\'  série),  lome  VIII.  —  r'asc.  II,  1892.  20 
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pons  Aouc  appliquer,  dans  ces  conditions,  la  formule  (  S  ).  Supposons 
<|tn\  dans  cette  formule,  on  lasse  croître  a?' jusqu'à  -+-«cel  décroître 
./■    jusqu'à  —  x.  Les  quantités 


dz  du  i'        i       <):■  <)ii\" 


tendront  vers  zéro;  en  elle  i ,  à  ci  use  du  facteur  exponentiel  e*r,  (  r<j>), 
qui  se  trouve  multiplié  par  des  expressions  algébriques  en  ./•.  chacun 
«le»  termes  des  produits 


ds  <)« 

il  T z 


tend  vers  zéro  quand  ./■  devienl  ±  zc. 

Le  second  membre  de  la  formule  (  H  )  tend  donc  vers  zéro,  et  Ton  a 

•    - 
(9)  /       (  ;,//,  -   z.,n.,  )dx  =  0, 

formule  dans  laquelle 

/'   'z,u,dx=f  '(     y.f*'    V"l\(   -       '       )!',(  -         '       ),/.,-. 


I  intégrale  /       zji.^l.r  ayanl  une  expression  analogue  où  l'indice  r 

est  remplacé  par  1.  La  formule  ainsi  obtenue  exprime  la  propriété 
fondamentale  des  polynômes  de  M.  Hermite.  Faisons,  en  effet,  dans 
l'intégrale  ci-dessus,  le  changement  de  variable 


nous  aurons 

Z(ut  dx  =  2(-  yK  )~*~  I       r-r-  J>v(  /  )  j  >,,('  i)  dé  : 

nous  aurons  pour  /       z.iu.2d./:  une  expression  analogue,  et  la  formule 


d'z        ôz 
j.r2        d  y 


SUR    L  KQUA.TION    •— :    -  •    —    =  O.  !()<) 


(  <)  )  nous  donnera 

1     00 

d'où  il  résulte  immédiatement  que,  si  v  est  différent  de  [X,  on  a 

/^-'•îvoiv/)^. 

5.  Voici  une  deuxième  application  de  la  formule  (8),  obtenue, 
comme  nous  l'avons  vu,  en  prenant  l'intégrale  (7)  le  long  du  contour 
du  rectangle  ABCD  (fig.  r ). 

Soil 

z=/(.r1v) 

une  intégrale  de  l'équation  oz  =  o,  finie  et  continue,  el  admettant  les 
dérivées  qui  figurent  dans  les  formules  pour  toutes  les  valeurs  de  y 
comprises  entre  deux  limites  a  et  h  ou  égales  à  ces  limites, 

c'est-à-dire  pour  tous  les  points  du  plan  situés  dans  la  bande  comprise 
entre  les  parallèles  y  =  a  et  y  =  b  à  Taxe  Ox\  et  sur  ces  parallèles; 

supposons  de  plus  que  z  et  —  restent  finis  quand  .r  croît  indéfiniment 

ou,  si  ces  fonctions  deviennent  infinies,  que  leurs  produits  par  une 
exponentielle  de  la  forme  e~''''%  k  étant  une  constante  arbitraire 
non  nulle,  tendent  vers  zéro,  pour  x  infini.  Nous  prendrons  pour  u 
la  fonction 

_  [X—  %  1' 

U  =  - 


M*)-}-] 


2  s,  'n  s/ti  —  y 


où  Y]  et  \  désignent  deux  constantes,  yj  étant  supposé  supérieur  à  la 
plus  grande  valeur  de  y  que  nous  allons  considérer, 

n>raî 
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cette  fonction  u  vérifie  l'équation  ou  o;  comme  fonction  de  r]  el  ç, 
elle  vérifie  l'équation  o//  =  o.  .Nous  pouvons  alors  appliquer  la  for- 
mule (  8),  en  3  supposanl  y{  el  y%  compris  entre  a  el  A;  nous  aurons 


.    .  [\      dt  du\      ,     dz  àu\ 


(h 


Faisons  croître  r'  indéfinimcnl  el  décroître  ./•"  indéfiniment;  le 
second  membre  tend  vers  zéro,  el  nous  axons,  comme  plus  haut,  la 
formule 


Z{  //,  dt-  =  !       z.,f/.,  <l.i\ 


c  est-a-dire 

IX-  \\* 


-j=l      f(*,y<)e     r    *dx 

\  -\  ',  — .•  i  •   -, 

!»  VwVTi  ■     .'  l  •      « 


Remplaçant  yj  par  y,  ;  para:  et  la  variable  d'intégration  x  parX,  on 
peul  dire  que  la  fonction 

\\  r.V)         ; —  /    /(x,/,)«f  fe^dx, 

m  ~\.>'  —  y\J -• 

où  \>  \-,  csi  indépendante  de  y,.  On  aura, en  particulier,  puisqu'on 
peul  faire  v,  =  <7. 

(io  )  1m./-.  v)  =  !—  /       f{\a)e"^=~^dX. 

m  *v.r— «*/_. 

Or,  quand  v  tend  vers  yn  on  sait(')  que  la  première  intégrale  (io) 


(')  Celle  propriété  se  trouve  démontrée  en  loute  rigueur  clans  le  Mémoire 
de  M.  Weierslrass,  Ueber  Fanctionen  einer  reelten  Verànder lichen  (Silsungs- 
berichle,  p.  8o3;  1 885 ).  On  trouvera  une  traduction  française  de  ce  Mémoire 
dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Jordan,  t.  II,  p.  io5. 


ô1  z         dz 
SUR    L  EQUATION    t— 3    —    5-  =  O.  '20  l 

ôx-        ôy 
qui  donne  F(x,y)  tend  vers/(x-,  yK  );  on  a  donc  la  formule 

(11)  /(!*,/,)=     r; /*     /(X,a)«"^rfX, 

qui  détermine  la  valeur  de  la  fonction  f(x,y)  dans  l'intérieur  de  la 
bande  considérée,  quand  on  connaît  la  valeur  de  celte  fonction  sur  le 
bord  y  =  a. 

Donc,  dans  les  hypothèses  faites  sur  la  fonction  r  =  f(x,  y)  el  ses 
dérivées,  cette  fonction  se  trouve  déterminée  par  ses  valeurs  sur  le 
bord  inférieur  y  =  a  de  la  bande  considérée.  Gomme  la  formule  (ri) 
conserve  un  sens  quelque  grand  que  soit  yn  on  peut  prolonger  la 
fonction  en  dehors  de  la  bande  en  traversant  la  limite  y  =  b,  jnsqn 'à 
l'infini  positif  pour  y. 

La  fonction  F(x,y)  définie  par  les  formules  (10)  et  (m)  est, 
d'après  (ri),  égale  hf(x,y)  et  Ton  a  la  formule 

M'U'-J'e'-. 


on 


/=/. 


formule  indépendante  de  y{,  exprimant  la  valeur  de  la  fonction  pour 
y  ^>y{  à  l'aide  des  valeurs  qu'elle  prend  le  long-  de  la  droite  y  =  r, . 
<  )n  emploie  ces  formules  dans  la  Théorie  de  la  chaleur,  en  laissant  de 

coté  la  condition  relative  à  ^-> 

ax 

(î.  Une  fonction  uniforme  z  =f[x,  y)  vérifiant  /'('(/Ludion 
oz  =  o,  existant  dans  toute  la  partie  du  plan  située  au-dessous 
(Tune  ecr laine  parallèle  à  l'axe  Ox^y^b,  et  /estant  finie,  ainsi 
que  sa  dérivée  par  rapport  à  x,  dans  cette  partie  du  plan,  pour 
toutes  les  valeurs  finies  ou  infinies  de  x  et  y,  se  réduit  à  une  con- 
stante. (La  dérivée  par  rapport  à  x  peut  même  devenir  infinie  avec  ./ . 
pourvu  qu'elle  se  comporte  comme  ou  l'a  supposé  dans  le  n°  5.) 

Dans  cette  hypothèse,  la  bande  considérée  dans  le  numéro  précé- 
dent s'étend  jusqu'à  y  =  —  ce  et  Ton  a,  d'après  la  formule  (12)  dans 
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laquelle  on  donne  suceessïvemenl  à  x  deux  valeurs  distinctes  a?  el  x 
f(x,y)     f(if,y)   --     ,    /  /'   'aa^,)1-  •'    '"      e  &  *']dX, 

v,  désignant  une  valeur  quelconque  inférieure  à  A,  el  r  èiani  supé- 
rieur à  r, . 

Nous  allons  conclure  de  cette  formule,  en  donnant  à  v,  des  valeurs 
négatives  de  plus  en  plus  grandes,  que  la  différence f(x, y)-  -./(■'''•, y) 
est,  en  valeur  absolue,  plus  petite  que  Joui  nombre  positif,  et,  par 

Suite,  (juVII»'  c<l  nulle. 

Supposons  x  >  ./'.  la  fonction  de  X 

i.    /  ■■  (.»■•  >  • 


?(X)  =  e   '  '    ''-<'  *'•*   •"', 

ou  y  >  v,  s  annule  pour  X=  -         •  bile  esi  négative  pour  X  <[  '       — > 

positive  pour  X  > •  Appelons  M  un  nombre  positif  plus  grand 

que  la  plus  grande  valeur  absolue  que  prend  la  loue  lion  /'(./•,  y)  quand 
on  donne  à  x  ei  y  toutes  les  valeurs  finies  el  infinies  au-dessous  de 
\       h:  ce  nombre  M  existe  par  hypothèse.  Nous  pouvons  écrire 

/'.  .r.Y)-J\.r\}    . 

=  —  =        \   j        /(X,7,)?W^+  /      /(A,.v,;o(AV/X    . 

Dans  la  première  intégrale  du  second  membre  *(X)  esi  négatif; 
ceiic  intégrale  esl  en  valeur  absolue  moindre  que 

—  M  j        ?(X)flTA; 

la  deuxième  esl  moindre,  en  valeur  absolue,  que 


,  .  à3  =■         ds 

SLR    L  EQUATION    -r— j   —    —    =  O. 


2o3 


On  a  donc 


A^y)— /(■*'>/)  l<  — 


M 


.T"-t-.r1  _ 

—  /        <p  (A  )  ûTa  +  /      o(\)  dk 

9  -1 


Dans  la  première  des  intégrales  du  second  membre,  faisons 


x  +  x 

A  = U, 


et,  dans  la  seconde, 


X  -+-  X' 

A  =  — h  {X, 


nous  aurons,  pour  ces  deux  intégrales,  la  même  valeur 

—  ^  v(l)d\  =  o(A)dk=         \e   4 «y-y,»— g   »(y-rt)Jrf(i, 


d'où 


mais  on  a,  en  faisant  successivement  [ji  =  /  -f  p  et  u,  =  —  /  +  a 

/     e  4,v-j'7/ul  =        e  i{y 


'"dp, 


d'où,  en  retranchant, 


f[ 


Cette  dernière  intégrale  est  moindre  que  2/,  car  l'élément  différentiel 
est  moindre  que  1  ;  on  a  donc  enfin 


1/(^7)  -/OA  7)  l< 


2  M  < 


y/ir(j  — yj 


•(•  , 
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<  h-,  «mi  taisant  croître  y ,  indéfiniment  par  valeurs  négatives,  on  ren- 
dra le  second  membre  plus  petil  que  tout  nombre  positif  donné,  si  pe- 
tit qu'il  soit. 

< )n  a  donc 

/<■'■<.»  I     .A •/•',;■  )--(), 

quels  que  soient  a  ■.  x  el  y:  la  fonction  3  =  ./(rv>')  osl  <l()|1('  indépen- 
dante de  r:  l'équation  os  0  montre  alors  qu'elle  est  indépendante 
de  y  :  elle  est  donc  constante. 

7.  Considérons  une  fonction  2  J\  ./•.  y)  vérifiant  l'équation  8s  =  o 
i't  uniforme  dans  une  certaine  région  du  plan.  Convenons  d'appeler 
point  singulier  de  la  fonction  un  point  où  cette  fouet  ion  ou  sa  dérivée 

cesse  d'être  finie  el  déterminée.  D'après  ce  qui  précède,  une  fonc- 
tion uniforme  pour  toutes  les  valeurs  dey  inférieures^  une  certaine 
limite  a  nécessairement  pour  ces  valeurs  des  singularités  à  distance 
finie  ou  infinie  :  il  peut  arriver,  au  contraire,  qu'une  fonction  uniforme 
pour  imites  les  \alenrs  de  r  supérieures  à  une  certaine  limite  n'ait 
aucune  singularité  pour  ces  valeurs. 

Par  exemple,  la  fonction 

z  =  -J=e-* 

\A-.> 

•  ■si  uniforme  pour  toutes  les  valeurs  de  j/  inférieures  à  un  nombre  né- 
gatif  donné;  elle  devient  infinie  avec  x,y  étant  négatif. 
Au  contraire. 

s/ y 


esl  uniforme  pour  les  valeurs  de  y  supérieures  à  un  nombre  positif 
donné;  pour  ces  valeurs,  elle  n'a  aucun  point  singulier  à  distance  finie 
ou  infinie.  Les  deux  fonctions  prises  comme  exemples  n'existent  pas 
dans  tout  le  plan;  elles  admettent  comme  ligne  de  points  singuliers 
Taxe  y  =  o. 


SUR    L  EQUATION    -y— 3 r~  —  O.  2O0 

or-         ov 


(Jlî  _    El 
dr-         dy 

Soient  cr,  b  et  c  des  constantes  réelles  :  la  partie  réelle  de 

a  -+-  bi    -7 


e    ' 


y— ri) 


\Jy  —  ci 

est  une  fonction  de  x*  et  y,  existant  dans  tout  le  plan,  uniforme  dans 
tout  le  plan  et  vérifiant  l'équation  oz  —  o  :  elle  devient  infinie  à  l'in- 
fini pour  des  valeurs  négatives  de  y. 

On  peut  faire  une  remarque  analogue  sur  la  fonction  formée  par  la 
partie  réelle  de 

(a -h  bi)ekx+kiy, 

/.  étant  une  constante  imaginaire  ou  réelle . 

8.  Il  est  intéressant  de  remarquer  que  l'équation  oz  —  o  ne  peut 
pas  admettre  de  solution  uniforme  dans  tout  le  plan,  n'ayant  aucun 
point  singulier  à  l'infini,  et  ayant  un  seul  point  singulier  x  =  a,  y  ==  b 
à  distance  finie  ;  en  effet,  une  telle  fonction  serait  constant*' pour  toutes 
les  valeurs  de  y  inférieures  à  b. 

Il  y  a  donc  là  une  différence  remarquable  avec  les  équations  li- 
néaires dans  le  cas  elliptique  qui  admettent  des  intégrales  avec  un 
seul  point  singulier;  par  exemple, 


â-z        cPz 
doc-         ÔY 


admet  l'intégrale 


./■-  -+-  Y- 

qui  a  comme  seul  point  singulier  l'origine; 

9.  La  plupart  des  solutions  simples  de  l'équation  oz  —  <>  admettent 
des  lignes  de  discontinuité  parallèles  à  Ox\  La  transformation  homo- 
graphique  (2)  fait  aussi  apparaître  des  lignes  de  cette  nature.  On  lés 
retrouve  encore  en  cherchant  des  solutions  de  Tune  des  deux  formes 
suivantes  : 

Journ.  de  Math.  <  \"  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  Il,  1892.  '±~j 
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i°  Cherchons  l'expression  la  plus  générale  d'une  solution  <|ui  soii 
une  série  entière  en  x 

S        \„    •    *±X+    V  *■  +  ...  4-  •     V        »"  +  ..., 

I  I   .    !  I    .■'...  // 

[es  coefficients  \    étanl  « l«*s  Fonctions  dey.  Substituant  dans  l'équa- 
tion z:      o.  on  trouve  immédiatement 

\        'A'< 
dy 

I  >onc  en  posant 

d«_ty\  |    | 
,/,"      '  '    -"'+'   "         dy~«       • 

ce  qui  donne  la  solution 

<y  -      >')  yi  .,  ■•■"■  »  dnty(y) 

*m «   i  .  >  .  .  .  >  i,  £à   I  .2.  .  .     !*+])        rfy" 

»      0  //      il 

Kn  remplaçant  s(  r  )  <i  (p (y)  par  des  polynômes  en  r,  on  retrouve 
des  solutions  composées  avec  les  polynômes  Vv(#,  y  )  :  en  remplaçant 
pi  |  |  el  tpi  a'  |  par  des  fractions  rationnelles  en  r,  on  obtient  «les  solu- 
tions qui  admettent  pour  coupures  ou  lignes  de  points  singuliers  les 
droites  parallèles  à  l'axe  Ox  sur  lesquelles  les  (raclions  rationnelles 
d<'\  iennenl  infinies. 

La  solution  la  plus  générale,  développable  <mi  série  entière  de  v,  est 
de  même 

2à  i  .  à.../»  ~  / 

mais,  si  l'on  voulait  faire  apparaître  des  coupures  parallèles  à  Qy  en 
remplaçant  S»(#)  par  une  fonction  rationnelle  en  ./;,  la  série  serait  di- 
vergente dès  que  tp(#)  ne  serait  plus  un  simple  polynôme  ('). 


(M  Par  exemple,  en  remplaçant  te(j?)  par  >  on  retrouverait   la  série  di- 

1         i  —  JC 


à-  z         à: 
SUR    L  EQUATION    -r— : ç-   =  O.  20"7 

o.v-        dy  J 

2°  Soient  a  et  (3  deux  constantes  positives,  #(#,  .x)rt  /*(  •*",  y)  deux 
fonctions  de  a?  et  y  finies  continues  et  admettant  les  dérivées  premières 
et  secondes  qui  figurent  dans  les  équations,  dans  une  certaine  région 
du  plan;  ces  fonctions  g  et  h  pourront  être,  par  exemple,  des  séries 
entières  en  x  et  y.  Voyons  s'il  est  possible  de  vérifier  l'équation 

%  d-  -         as 

oz  =  — , =  o, 

().r-        a  y 

en  prenant 

_  Lo  ("c>  ■>/)]M o-a/,-^ 

|/M.r,j)]^-^ 

L'équation  devient,  après  simplification, 

i'7/  (  y.//  0^-  —  $g  oh  )  -j-  a  (a  —  i  )  A'-  (  (-~) 

Si  la  fonction  kÇx^y)  s'annule  dans  la  portion  du  plan  considérée, 
la  fonction  z  admet  comme  ligne  singulière  la  courbe 

h(x,y)  =  o. 

Or,  d'après  l'équation  ci-dessus,  pour  un  point  de  cette  courbe  on 
a  nécessairement 


S 


■O" 


o  : 


d'où,  en  supposant  g  différent  de  zéro, 


dh 
dx 


Donc,  en  tout  point  simple  de  la  courbe  h  =  o  qui  n'annule  pas  g-, 
vergente  qui  se  présente  dans  l'exemple  de  Mme  Kovalewski  [Journal  de  ('relie, 

t.  80,   p.   22). 


s 


ru  I      VIT!  Il   . 


I.i  tangente  est  parallèle  à  l'axe  O x.  Cette  courbe  esl  donc  formée  de 
points  isolés  et  de  parallèles  à  l'axe  Ox\  on  retrouve  donc  ainsi  les 
lignes  singulières  forméesd»  parallèles  à  l'axe  O  a?. 

10.  Application  à  la  Théorie  de  la  chaleur.  I  n  grand  nombre 
de  problèmes  relatifs  à  la  propagation  de  la  chaleur  se  ramènent  à 
l'intégration  d<-  l'équation 

()n        .  d'u 

dans  laquelle  A  désigne  une  constante  positive,  /  le  temps,  x  une  coor- 
donnée el  //  la  température,  fonction  d<'  x  el  de  /  :  cette  équation  se 
ramène  à  la  forme  ou       o  par  la  substitution  kt    -y. 

Si  l'on  <ii|>|  )(«-<'  la  température  //  donnée  par  une  fonction  /(x)  à  un 
certain  instant  initial  /„.  les  formules  de  Fourier  permettent  <l<v  calcu- 
lera à  ions  les  instants  /  qui  suivent  /„./>»/„.  M.  Boussinesq  m 'ayant 
engagea  examiner  si  l'étal  initial  donné  peut  être  considéré  comme 
provenant  d'un  état  calorifique  antérieur,  f<f0jje  me  suis  d'abord 
occupé  du  cas  simple  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  nue  armille 
i  Foi  uiKit.  Théorie  de  la  chaleur,  Chap.  I\  )  el  les  résultats  onl  con- 
firmé les  indications  que  m'avait  données  M.  Boussinesq  sur  la  nature 
probable  de  la  solution.  Nous  reprendrons  d'abord  ce  cas  particu- 
lier en  \  ajoutant  quelques  remarques,  puis  nous  traiterons  !<■  cas 
général. 

11.  irmillc.  -  Prenons  pour  unité  le  rayon  de  L'armille  et  appe- 
lons .r  l'arc  de  circonférence  compté  à  partir  d'un  poinl  Bxe  :  la  tem- 
pérature u  est  évidemment  une  fonction  de  a?  admettant  pour  période 
la  longueur  211  de  la  circonférence. 

Supposons  que,  pour  l  /„.  u  ail  une  valeur  donnée  exprimée  par 
une  fonction  y(a;)  finie  continue  admettant  la  période  21c;  d'après 
Fourier,  cette  fonction  sera  développable  en  une  série  de  la  forme 


ii)i   /'(/)  — A,,  7-  as  sin./-  —  A,  eus./- 


a»  sm//.r 


),,  cos//./ 


,  .  ()'  Z  ()z 
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Or*        ay  K' 

et  la  température  u  à  l'instant  /  >  tv  sera 

(  u  =  b,.  -h  e~ht~'»  (a.  sina?  H-  &,  cosx)  -+-... 

04) 

(  -h  e-""  '*  r~c<>  (  «  „  si n  n  x  -h  />„  cos nx  -+- ... , 

série  évidemment  convergente  pour  /  >  /0. 

Nous  ferons  sur  cette  solution  les  deux  remarques  suivantes  : 
i°  Comme  le  montre  M.  Weierstrass  dans  ses  articles  Ueber  Func- 
lionen  einer  reellen  \  erânderlichen  (  { )  (traduits  dans  le  tome  II  du 
Journal  de  M.  Jordan  ),  la  fonction  u  représentée  par  la  série  (  i  '(  )  où 
l  >  (u  est  une  fonction  entière  de  ./;  développable,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  x,  en  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  positives 
de  x. 

2°  Si  Ton  donne  à  /  une  valeur  déterminée  /,,  supérieure  à  /„,  //  de- 
vient une  fonction  /,  (x)  représenté  par  la  série 


(•5) 


/  /,  (x)  —  bn  ■+■  e~k  '<  ■«  (a,  sin.r  -h  b,  cosx)  -h  . . 
'  -+-  e~n''h  r~1"'  (an  sin  //  ./■  -h  bn  cosnx) 


L'état  initial  u  =?  f(-c),  donné  pour  l'armille,  est  le  seul  qui,  de  l'in- 
stant t0  à  l'instant/,  conduise  à  la  température/,  (./;);  en  effet,  une 
fonction  étant  développable  d'une  seule  manière  en  série  trigonomé- 
trique,  du  développement  de/,  (x)  en  série  trigonométrique  identifié 
avec  (i5),  on  déduit  un  seul  système  de  valeurs  pour  les  coefficients  a „ 
et  bn. 

Ces  deux  remarques  donnent  les  résultats  suivants  : 
i°  Lue  certaine  distribution  de  température  de  l'armille,  u ,  —/,{./>. 
donnée  en  fonction  de  x  à  un  instant  /,,  ne  provient  pas  nécessaire- 
ment d'un  état  antérieur;  pour  qu'il  existe  un  état  antérieur  il  faut 
que  la  température  donnée,  /,  (x),  soit  une  fonction  transcendante 
entière  de  x:  condition  qui  n'est,  d'ailleurs,  pas  suffisante. 


(')  Sitzungsberichte  cler  Akademie  der   Wi&senschaften   zu    Berlin,   i885, 

p.  8o3.  Ces  recherches  de  M.  Weierstrass  ont  été  étendues  par  M.  Sèmrherfeld 
au  cas  où  la  fonction  réelle /ï.r)  est  discontinue  ou  même  infinie  {Inaugural 
Dissertation,  Konigsberg,  1 891  ). 


•  I  o 


l'W   I       M'I'I  1  1  . 


Si  l'étal  antérieur  existe,  il  esl   unique,  el  se  trouve  déterminé 
par  la   série  même  de  Fourier.    Pour  reconnaître  si  l'état  antérieur 
existe,  il  suffira  donc  de  voir  si  la  série  de  Fourier  converge  pour  des 
valeurs  de  /  inférieures  à  la  valeur  initiale  du  temps. 
Par  exemple,  -i  l'état  initial  est 

//„       ^  e     eus//./'. 


transcendante  entière  <'ii  ./•  analogue  à  une  fonction  0,  l'état  antérieur 
existe,  car  la  Bérie 


"  1 


„-„>-  ,<■/.!       I,. 


cosnx 


converge  pour  /<C/„.  <'i  cela  quel  que  soit  /:  on  peut  donc  remonter 
indéfiniment  dans  le  />(ts.s<:.  Il  faut  cependant  remarquer  que,  quand  / 
devient  infiniment  grand  négatif,  l«vs  icnm's  de  u  augmentent  indéfi- 
niment, ce  qu'on  pouvait  prévoir,  car  nous  avons  vu  qu'il  ne  peut 
pas  exister  de  solution  de  l'équation  ùs  =  o  Unie  pour  toutes  les  va- 
leur- (!<•  y  inférieures  à  une  certaine  limite. 
Si  l'état  initial  est 

//„     V  g  "  cosnx, 

n       0 

ce  <pii   est  encore  une  transcendante  entière  en  ./•,  l'état  antérieur 
n'existe  pas,  car  la  série 


2 


:,    I     -   l„ 


cosnx 


diverge  pour  /  <  /„«'). 


La  Théorie  de  la  chaleur  fournit  ainsi  des  exemples  de  fonctions  possédant 
les  propriétés  analogues  à  celles  que  M.  Fredholm  a  signalées  (Acla  mal ke. ma- 
lien, t.  XV,  p.  279). 


d*z        àz 
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ôjc-       a  y 
12.  Cas  général.  —    Remplaçons  kt  par  y,  de  façon  à  ramener 
l'équation  de  la  chaleur  à  la  forme 

•n  d'-u        du 

ou  =  3— „-  —  3-  =  o. 
ôxl        a  y 

Supposons  que  Ton  se  donne  la  valeur 

de  11  pour'/— j-'o?  la  fonction  f(x)  étant  finie  continue,  et  restant, 
pour  toutes  les  valeurs  finies  ou  infinies  de  a?,  inférieure  en  valeur 
absolue  à  un  nombre  positif  déterminé.  D'après  les  formules  con- 
nues ('  ),  la  température  u  devient,  pour  /  >  t0,yy>yn. 

(16)  u  =      ; rm/oi)e'^dk. 

2  y*  y  y  —  y»  J-  » 
En  particulier,  à  un  instant  déterminé  t{  >  /„,  y{  >y0,  on  a 

(,7)  u{  =  1 f+mf(k)e-*^dk. 

•,V/-V.''1-/o-/-x 

M.  Weierstrass  montre  (2)  que  uK  est  encore  une  fonction  trans- 
cendante entière  de  x.  Nous  retrouvons  donc,  dans  le  cas  général,  la 
condition  déjà  trouvée  dans  le  cas  de  l'armille.  Pour  qu'un  état  donné 
aK  —  f{  ('./:),  fs(x')  étant  finie  et  continue,  provienne  d'un  état  anté- 
rieur, il  faut  que  f{  (./;)  soit  une  fonction  transcendante  entière  de  x  : 
celle  condition  n'est  d'ailleurs  pas  suffisante,  comme  nous  l'avons  vu 
par  un  exemple  dans  le  cas  de  l'armille. 

15.  Si  l'état  antérieur  existe,  on  peut  se  demander  s'il  est  unique. 
Cela  est  en  quelque  sorte  évident,  si  l'on  Fait  intervenir  des  considéra- 
tions de  Physique  mathématique.  En  effet,  pour  remonter  d'un  état 


(')    Voir,  par  exemple,  Rikuànn,  loc  cit..  p.  109. 
(*)   Loc.  cit. 
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actuel  à  un  étal  antérieur,  il  suffit  de  faire  passer  la  chaleur  des  parties 

plus  froides  aux  parties  plus  chaudes,  Suivant  les  lois  inverses  des  lois 

du  mouvement  de  la  chaleur  :  on  obtient  ainsi  un  état  antérieur 
unique,  si  cel  étal  est  possible.  Nous  pouvons  démontrer  ce  fail  analy- 
tiquement  de  la  façon  suivante.  Supposons  qu'il  existe  deux  fonctions 
vérifiant  L'équation  lu  -  o. //,('.  r).  //_,(.  i\y).  Unies  continues  pour 
toutes  les  \  alcurs  de  \  supérieures  à  un  nombre  donné  négatif  —  a  el 
devenant  identiques  pour  y  o  et,  par  suite,  pour  y  >o;  il  s'agit  de 
prouver  que  ces  fonctions  sont  aussi  identiques  pour  y  compris  entre  o 
et  -   ,i. 

I  <a  fonction 

u{x,y)      u<(x,y)      ua(x,y) 

vérifie  l'équation  o//  o.  et  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  y  su- 
périeures on  égales  à  zéro  :  il  s'agit  de  montrer  qu'elle  est  nulle  pour  y 
compris  entre  <>  <•!       a.  Nous  a\ous  démontré  que  la  fonction 

u(x,y)  =       _  -  f     u(k,yt)e  "    ^dk 

est  indépendante  de  \  , .  y  éiani  >  )',  <'i y,  >  —  a.  Faisons)-,  —y —  c, 
c  positif,  la  fonction 

I  [8)  u(x,y)    t-   — F  /       //(  X,y      c>     4r    dX 

a  \  -  ce  ./_„ 

est  indépendante  de  c.  Partant  de  cette  formule,  nous  allons  montrer 
que  //(  c,  y  )  est  identiquement  nulle  pourj^  =  -    -r  et,  par  suite,  pour 

toutes  les  valeurs  dey  supérieures  à 

En  effet,  dans  la  formule  ci-dessus  <  18),  supposons  y^>o,  o<c<a, 
nous  aurons,  par  hypothèse, 

o  =  -~  ~   /      u(\y-c)e     -   ^/X, 

2  V  ~   \Jc  J_x 


, ,  d'z        dz  ,j 

SUR    L  EQUATION    -r~7i T~   =  °-  2I^ 

(juels  que  soient  x,  y,  c.  Multiplions  les  deux  membres  par 

u(x,  Yj  —  c)  dx, 

Y]  étant  tel  que  Y]  —  c^>  —  a,  puis  intégrons  par  rapport  à  x  de  —  ce 
à  -f-  qo. 

Gomme  l'intégrale 

(>.  —  x\'- 


— =  4=  /        w(.r,  Y]  —  c)e      *r     û?à? 


est,  d'après  la  formule  (18),  où  l'on  changerait  x  en  X  et  \  en  a?, 
égale  à 

llÇk,  Y)), 

on  aura 

o=/       uÇk,  y  —  c)u(\,T\)d\. 

Faisons,  pour  avoir  un  résultat  précis, 

a  a  «  a 

c=3'     ^id=6'     ^-""6'     y~c--p 

toutes  les  conditions  supposées  seront  remplies, 

c>o,         7>o,  y,  —  c>  —  a, 

et  Ton  aura 

ce  qui  exige  évidemment  u  (X,  —  -  j  =  o. 

Nous  avons  donc  réduit  de  ^  l'intervalle  dans  lequel  la  fonction  u 
n'est  pas  identiquement  nulle  ;  on  réduira  de  même  le  nouvel  intervalle 
de  ~j  etc.,  et  l'on  arrivera  à  montrer  Vjue  la  fonction  u(x,  y)  est  nulle 
jusqu'à  une  distance  aussi  petite  qu'on  le  veut  de  la  droite  y  =  —  a. 

14.   Il  reste,  dans  cet  ordre  d'idées,  une  question  à  résoudre.  En 
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supposa  ni  qu'oc  donne  pour  y -■=  o  une  fonction  traftaeèndanto  en- 
tière 

/(a?)  —  tf0  +  a, a:  h-  a^x*  +  ...-+-  a„.r"  4- . . . , 

dont  la  valeur  absolue,  peste  finie  |><>ur  x  =  ±  oc,  reconnaître  s'il  existe 
une  solution  //(.<\  \  )  de  L'équation  £//  =  o,  finie  pour  des  valeurs  ne* 
gatwesdeyeX  se  réduisanl  à /"(a?)  pour  y  =  o,  et  former  celle  l'onc- 
tion si  elle  existe.  Voici  la  méthode  qui  paraît  la  plus  simple  pour  ré- 
soudre cette  question. 

Supposons  que  la  fonction  //(  x\  y  J  existe  pour  les  valeurs  négatives 
dey  depuis  y  =  0  jusqu'à  la  valeur  négative  y  =  —  a  inclusivement, 

II  >  o. 

D'après  les  formules  connues  de  la  théorie  de  la  chaleur,  précédem- 
ment rappelées,  cette  fonction  m.i\  y}  esl  donnée  pour  toutes  les  va- 
leurs de  y  supérieures  à  —  a  par  la  formule 

(19)  u(x,y)=-±J=TÀ=  rmu{\-a)e'^dX, 

expression  qui  doit,  en  particulier,  se  réduire  à  la  valeur  donnée /(■>')• 

pour  y  =  o.  La  fonction  u(.r,  y)  définie  par  la  formulé  (19),  dans  la- 
quelle v>> —  a,  esl  une  fonction  transcendante  entière  de  X dévelop- 
pable  en  une  série  de  puissances  entières  et  positives  de  X,  convergente 
quel  que  soit  x\  cette  même  fonction  i/(.c,y)  est  une  fonction  dey 
qui,  pour  les  valeurs  de  y  dont  la  valeur  absolue  est  inoindre  que  <7, 

— a<y<&> 

est  développable  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  y.  Donc,  pour  ces  valeurs  dey,  la  température  u(.f,y) 
est  développable  en  une  série  entière  en  x,  dont  les  coefficients  sont 
des  séries  entières  en  y]  elle  est  donc,  comme  nous  l'avons  vu,  n°  !), 
de  la  forme 

(20)  u  =  y       rtn      rfa?ly)  r'n+1         <t"'Hy)> 

£*    I  .  2  .  .  .2/1        dx*  l.2...(2rt+l)        (lxn 

n  =  0 

où  o  (y)  et  'l>(y)  sont  des  séries  entières  enjv^. 


dtz       dz  t 
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ôx%        dy 
En  identifiant  la  forme  de  ce  développement  pour  y  =  o  avec  le  dé- 
veloppement de/(j?),  on  a 

o(«)(o)  <]/»>(o) 


I  .  2  .  .  .  2  /«  1.2.  ..(2  «-ri) 

Alors,  d'après  la  formule  de  Maclaurin  qui  est  applicable,  puisque 
o(y)  et  '\>(y)  sont  des  séries  entières  convergentes  pour  —  a<^y  <C  ai 
on  a 

Usa 
n=0 

Les  fonctions  9  (y)  et  '■]>(/)  étant  ainsi  déterminées,  pour  que  l'état 
antérieur  existe,  jusqu'à  la  valeur  y  = —  a,  il  faudra  que  la  série  (20) 
soit  convergente  pour  y  compris  entre  —  a  et  -f-  a  ('  ). 

Prenons  par  exemple 


(_  i)nx*n 


Alors 


ou 


/•/   \        -x--      v  y— 1  >  x 


■Kr)  =  o,      ?(/)  =  2(-I)«iri^1y. 


?  (r)  =  2<-  0»  i(i+':;2;a,:""°  (4r)«, 

n  =  0 

?(r)  =  (I  +  4rr2"; 


(')   M"IC   Kowalevski  a  examiné  les  conditions  de  convergence  dans  son  Mé- 
moire du  Journal  de  C relie,  t.  80. 


<)>:■         ds 

Jlt>  PAUL     \ITK11.  SUB     1.  KOI   VI  ION    -r— s r-    =  O. 

().i-         Or 

la  série  (  ao  )  donne  ensuite 

K(a?,y)  = 


fonction  qui  existe  depuis  \-  =  o  jusqu'à  y  =  —  l  exclusivement. 

15.  Lorsque  Triât  antérieur  existe,  il  est  impossible  que  la  tempé- 
rature 

//</■.  vï.       (y  =  kt) 

soil  finie  pour  tout»'  valeur  finie  et  inlinie  de  a?  et  /,  /  étant  négatif,  à 
moins  que  la  température  ne  soit  constante.  En  d'autres  termes,  si  la  tem- 
pérature u  n'est  pas  constante,  <>n  ne  peut  pas  remonter  indéfiniment 
dans  le  passe,  sans  que  la  fonction  //  <] ni  représente  la  température 
devienne  infinie  ou  cesse  d'exister,  au  moins  pour  i  =  —  oc. 

En  effet,  soil  u{  a ',  y{  )  la  température  à  un  instant  it,yt  =  ktn  on 
a,  d'après  Fumier,  pour  /  >  /,,  y  >/,, 

u(x,y)  =  f     ii(Vi)«"^^» 

expression  indépendante  de  yt.  l'ai  supposant  que,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  a  et  les  valeurs  négatives  de  yt,  quelque  grandes  qu'elles 
soient,  la  température  uÇk,y{  )  reste  inférieure  en  valeur  absolue  à 
une  limite  li\<-.  on  démontrera,  à  l'aide  de  cette  formule,  comme  on  l'a 
l'ait  dans  le  n°  6,  que  la  fonction  //(./-,>-)  est  constante.  Doue,  en  ex- 
ceptant ce  dernier  cas,  on  ne  peut  pas  remonter  à  un  état  antérieur 
indéfiniment  reculé  dans  le  passé ,  la  fonction  u  restant  finie  polir 

t  =  -   X. 
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Sur  certains  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles 
généralisant  les  équations  de  la  théorie  des  fonctions 
d'une  variable  complexe; 

Par  M.   Emile  PICARD. 


La  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe  n'est  autre  chose 
que  l'étude  des  fonctions  réelles  P  et  Q  des  deux  variables  réelles  ./ 
et  y  satisfaisant  aux  équations 

dP  _       dQ 

dx  ~  ôy  ' 

dy  ~  dx 

Le  problème  de  généraliser  ces  équations  est  évidemment  indéter- 
miné, et  l'on  peut  tenter  cette  généralisation  dans  bien  des  directions 
différentes.  Attachons-nous  particulièrement  à  la  propriété  suivante 
de  ce  système  :  si  (P,  Q)  d'une  part  et  (P,,  Q,)  d'autre  part  sont 
deux  solutions  quelconques,  P,  et  Q,  considérées  comme  fonction  de 
P  et  Q  satisferont  aux  mêmes  équations,  c'est-à-dire  que 

dj\  c/Q, 

dP  ~~      dQ' 

ÔY\  _         çJQ, 
dQ  dP  ' 
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C'est  celte  propriété  que  nous  voulons  prendre  comme  propriété 
fondamentale  des  systèmes  que  nous  allons  nous  proposer  de  former. 
Nous  pouvons  formuler  le  problème  suivant  : 

Trouver  un  système  de  /n  équations  (m    n)  contenant  unique- 
ment les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  n  /ourlions  I',, 
. .,  V„  dépendant  de  n  variables,  as,,  ./\.,  ....  '„ 

et  telles  que,  si  Von  considère  un  second  système  également  arbi- 
traire de  solutions  Q,,  Qâ,  . .  -jQ»,  les/onctions  P  considérées  comme 

fonctions  des  Q  satisfassent  aux  mêmes  équations,  c'est-à-dire  que 

''W JS'ÏC WJ"0       ('  =  i,V...,  m). 

Nous  allons  montrer  d'abord  comment  pu  peut  former  tous  les 
systèmes  jouissant  de  cette  propriété.  Pour  simplifier,  j'ai  supposé 
que  les  équations  ne  renfermaient  «pie  les  dérivées  partielles  du  pre- 
mier  ordre;  on  peut  supposer  d'une  manière  plus  générale  que  les  dé- 
rivées partielles  d'ordre  quelconque  figurent  dans  les  équations;  la 
formation  des  équations  pourra  se  déduire  des  mêmes  principes,  comme 
nous  le  verrons  après  avoir  étudié  le  cas  simple  que  nous  venons 
d'abord  d'indiquer. 

J'ai  voulu  traiter  complètement  le  cas  de  deux  et  de  trois, variabj.es 
el  former  tous  les  systèmes  de  la  forme  précédente,  où  figurent  les  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre.  Le  nombre  de  ces  systèmes  pour 
//  =  3  est  assez  considérable  et  il  ne  paraît  pas  qu'il  y  en  ait  parmi  eux 
«le  réellement  important,  je  veux  dire  qu'il  ne  me  semble  pas  que 
pour  aucun  d'eux  on  puisse  développer  une  théorie  plus  ou  moins  ana- 
logue à  celle  des  fonctions  d'une  variable  complexe.  Je  ne  crois  pas 
inutile  cependant  de  développer  rapidement  la  solution  du  problème 
que  j'ai  posé  et  d'indiquer  quelques  exemples.  D'après  quelques  essais, 
il  me  paraît  probable  que  le  cas  de  n  =  4  pourra  conduire  à  des  résul- 
tats plus  intéressants,  mais  je  dois  avouer  que  le  courage  m'a  manqué 
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pour  entreprendre  les  énormes  calculs  que  nécessiterait  L'étude  com- 
plète de  ce  cas. 

I.    —    Formation  des  équations  du  premier  ordre. 

1.  La  formation  des  équations  du  premier  ordre  jouissant  de  la 
propriété  d'invariance  qui  est  notre  point  de  départ  se  ramène  facile- 
ment à  la  théorie  des  groupes  linéaires  de  transformation.  Nous  allons 
seulement,  pour  simplifier,  faire  l'hypothèse  que  les  équations  sont 
vérifiées  pour 

i  ,  =  ;£,,  a  2  ==  3'2i  •  •  •?  *«  z==  *'«* 

hypothèse  qui  ne  diminue  d'ailleurs  en  rien  la  généralité  de  notre 
recherche.  Une  première  conséquence  de  cette  hypothèse  est  que,  si 
l'on  prend  une  solution  arbitraire 

les  équations 


V«  \  x  1 >  X-i  1  '  •  '  1  Xn  )  —  '<« 


définissent  des  fonctions  xnx.2,  . . .,  xn  des  variables  Q,,  Q2,  . .  .,  Q„, 
satisfaisant  au  système  d'équations  différentielles. 
Ceci  posé,  partons  des  relations 


d\ 


<?p„ 


3«  —  Zkdx\  dxi'-> 


220 

el 
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(2) 


dx,     V  ^  rfQ,i 

Les  dérivées  'y-   d'une  part,  el  les  dérivées  ■?*£  d'autre  part  satisfont 

aux  mêmes  relations  /'--<>  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire.  En 
considérant  d'autre  pari  les  I*  comme  fonctions  des  Q, 


dP. 


<)\\ 


(3) 


? 


(>l  les  dérivées  -r-r  satisfont  aux  mêmes  relations  f=  o.  Or  on  obtient 

les  relations  (3)  en  portant  dans  les  équations  (i)  les  valeurs  des  dx 
données  par  les  équations  (2).  On  peut  donc  dire  que  les  relations  (1) 
définissent    un   groupe  de  substitutions   linéaires  relatives  a  dxt, 

</./., <■//■„.  car  le  produit  des  deux  substitutions  (r)  et  (2)  pour 

lesquelles  les  coefficients  des  indéterminées  satisfont  aux  relations 
f  =  o  donne  une  nouvelle  substitution,  la  substitution  (3)  satisfaisant 
aux  mêmes  conditions.  Il  résulte  immédiatement  des  résultats  précé- 
dents que  les  équations  /=  o  pourront  être  obtenues  comme  il  suit  : 
On  prend  un  groupe  quelconque  de  substitutions  linéaires  à  n  va- 
riables contenant  la  substitution  unité 


u\.  I   CL  i  i  JL  j   ~t~"  CL  |  o  "^  2      ■"" 

X2  =  a2t  xK  -+-  a22  x2  ■+■ 


\n  —  ant  x(  -h  an2  x 2  -)-..•  H-  Q>nnxn 
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les  a  dépendant  d'un  certain  nombre  p  de  paramètres  (p  <  n-  );  on 
pose 

OP,  ...  , 

-j~  =  aki        («,  k  =  i,2,  ...,/i). 

L'élimination  des  p  paramètres,  dont  dépendent  les  a,  entre 
ces  n~  équations  conduira  à  n-  —  p  équations  entre  les  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  de  Pn  Pô,  ...,  PH.  Ce  sont  les  relations 
cherchées  ('). 

2.  On  voit  que  la  formation  des  équations  f=o  se  ramène  à  la 
recherche  des  groupes  linéaires  et  homogènes;  c'est  là  un  problème 
classique  dans  les  travaux  de  M.  Lie.  Il  y  aura  donc  tout  au  moins  à 
partir  de  n  =  3  un  très  grand  nombre  de  types  d'équations;  nous 
allons  tout  à  l'heure  en  indiquer  un  certain  nombre.  Pour  n  =  2,  un 
groupe  s'offre  immédiatement 

X  =      ai:  -+-  by, 
Y  =—  bx  -h  ay, 

avec  les  deux  paramètres  a  et  b.  On  devra  poser,  d'après  la  règle 

dP  âP        j  àQ  ,  dQ 

-r-  =5  a,         r—  =  &  -±  =  —  b,  -—  =  a. 

oj.'  uy  or  uy 

L'élimination  de  a  et  b  donne  les  équations 

OP  _  dQ  ôP  _     _  dQ 

dx        dy  ôy  Ox 

Ce  sont  les  équations  delà  théorie  des  fonctions  dune  variable  com- 
plexe. 

IL    —    Formation  des  équations  d'ordre  supérieur. 

5.  La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  n'est  pas  limitée  aux 
équations  où  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  figurent  seules 

(l)  J'ai  énoncé  pour  la  première  fois  ce  résultat  clans  une  Note  des  Comptes 
rendus  (juin  1891). 

Journ.  de  Math.  (4"  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  II,  1892.  2() 


KMII.K     l'ICAUl». 


dans  les  équations.  L'extension  sera  suffisamment  indiquée,  en  nous 
hornanl  aux  équations  du  second  ordre  el  aux  cas  de  deux  variables 
indépendantes.  Appelons  I'  <i  Q  les  deux  fonctions,  x  el  y  les  deux 
variables  indépendantes;  on  suppose  toujours  les  équations  vérifiées 
pour  I'       '  .  Q      y. 

(  )n  a.  sans  spécifier  les  variables, 


i  i) 


<IV  —  -.    d.r  ■+-  -,    dy. 
Or  ay 


,h) 


•n  ) 


rfO  (  v  (I  r  ■+-     :      ilv 


,)'  I'  #)'  I* 


,), 


<)-V 


Or,)  y 


a-v     ,    .,         (iv     ,.,  t/r     ,, 

(h  -     •  (J.i-  ay 

ii  i  \       à*Q  j  .,  d*Q     #     / 

v        </ /  -  ox  ay 

H-  -,-  :  «KSH-    ,     rf2^"  +    r  "   K5 
dy1     ■  o  v  ay 


cl  les  quatre  équations  analogues  relatives  à  une  autre  solution  (P,,Q,); 
d'ailleurs,  d'après  la  remarque  faite  plus  liant,  x  et  y  considérées 
comme  fonction  de  P,  et  Q,  forment  une  solution  du  système  que 
nous  cherchons.  Ecrivons  les  relations 


(5) 


,1. 


dy 


().r      ,.,  ()./■       . 


à) 


,/V 


A* 

(H 


\    rfQn 


(V-y 


o\\  o(Jl 


dP.dO, 


o\'\ 
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Or,  on  considérant  P  et  ()  comme  fonctions  <lc  \\  et  Q,,  on  a 


IV 


dP 
dP 


,/V 


ôP 


(/(), 


dQ=$dPt 


((>) 


d-  P 


â*P 
dP\ 

d'P 


IV: 


dQ      /M 

d*-P 


àPt&ql 


/H), 


d*Q 


<)-  o 


Les  coefficients  des  différentielles  dans  les  équations  (  f\  ),  (  5  ),  (G) 
satisfont  aux  mêmes  relations;  or  les  équations  (6)  peuvent  être  consi- 
dérées comme  provenant  de  la  multiplication  des  substitutions  (4)  et 
(5)  effectuées  sur  les  différentielles  dP,  dQ,  è?2P,  dH)  cU/P,,  dQn 
rf2Pn  d'2i),.  Nous  voyons  donc  que  l'on  aura  un  système  d'équations 
cherchées  en  procédant  dé  la  manière  suivante  : 

On  prend  un  groupe  de  transformations,  relatives  à  ./•,  r,  z  et  / 
de  la  forme  suivante 


<7> 


X  =  a  jl 
Y  =  ex 


Z  =  A  .r2  4-  2  \)jy  -+-  Cy*  -h  a:  -h  ht. 
T  =  De-  ■+-  2  Exy  -h  F  y2  +  r:  +  dt. 


et  contenant  la  substitution  unité.  Soit/?  le  nombre  des  paramètres 
de  ce  groupe  (p  <  10);  on  posera 


dP 
d*P 


dx* 


=  A 


àP  _  f  <^>  dQ  _ 

ày  -    '         dx  —  '"'         <;>•  ~ 

*L  =  B  **  =  C 


,/. 


■tQ  =  d 

d.r2  ' 


dx  ôy 


dr» 


'     |  EMILE    PICARD. 

I  /élimination  dos  paramètres  entre  ces  dix  équations  nous  donnera 
un  système  de  10  —  d  équations,  ([ni  seront  1rs  équations  cherchées. 

\.  Les  groupes  de  la  forme  (7)  n'ont,  je  crois,  fait  l'objet  d'aucune 
étude  spéciale,  nous  voudrions  seulement  indiquer  un  exemple.  On 
obtiendra  un  groupe  de  I;»  Forme  (7)  <mi  cherchanl  les  substitutions 
qui  transforment  en  elle-même  à  un  coefficient  près  une  forme  donnée 

y.j  -  -;-   :>(3./;r  -+-  y  r'J  +  0;  +  ;/. 
<  )n  aura  donc 

a  Y        2JJXY  4-  yY*-+-  oZ  H-  l'ï  =  A(y..r--\-  2$£f  ■+-  y  y-  -+-  o:  -F  il). 

(  )n  peut  encore  dire  que  les  fonctions  I*  et  Q  correspondant  à  ce 
groupe  sonl  telles  que  l'on  ail  identiquement 

a  ,/l>2  4-  2  ?  rfP  rfQ  -f-  7  rfQ"  -h  S  d*  I'  -h  s  rfa  Q 

=  X(  y.tl r':  4-  i$dxdy  4-  y^/3  ■+-  -w/-'./-  ■+■  sâ?J  r  ). 

l-.llciiuons  les  calculs  en  supposant  que  la  forme  se  réduise  à 

ce  que  Ton  peut  toujours  supposer,  en  faisant  préalablement  sur  I' 
ri  Q  une  substitution  linéaire  convenable.  On  aura,  en  supposant  0 
différent  de  zéro, 

dP       âQ  _  y 

dx        dx 

âP       dQ       . 


s  =  à. 


/apy     /<JQV      «/(J'P      d!Q\      . 

</j?  cry         ax   a/  \  <v.r  o y        w  or 
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Kn  éliminante  on  aura  quatre  équations. 

Ces  quatre  équations  n'ont  malheureusement,  en  dehors  de  1*  el  Q 
constants,  d'autres  solutions  que 

V  =  x,         Q~y. 

III.  —  Equations  du  premier  ordre  a  deux  variables. 

T>.  Un  système  de  deux  équations  du  premier  ordre  à  deux  variables 
s'obtiendra  en  partant  du  groupe  linéaire  à  deux  variables  et  à  deux 
paramètres.  Prenons  le  groupe  sous  sa  forme  la  plus  simple,  mais  en 
ayant  soin  de  n'introduire  aucun  élément  imaginaire. 

On  peut  d'abord  prendre  les  deux  transformations  infinitésimales 
du  groupe  sous  la  forme 

(A(/)  =  axd£  +  (ex  +  dy)f, 
(8) 

/  B(/)  =  (a*  +  ftp)  fx  +  (T«  +  iy)  g. 

Le  cas  de  [3  =  o  n'offre  aucun  intérêt.  Supposons  donc  {3  ^  o,  nous 
pouvons  admettre,  en  faisant  une  combinaison  linéaire  de  A  et  de  15. 
(juc  a  =  o. 

Nous  partons  donc  de 

A(/)  =  ax  -1  +  (ex  +  dy)  ^, 

On  doit  avoir 

(9)  A [B(/)]  -  B[A(/)]  =  aB(/)  +  j,A(./> 

Si  X  et  p.  sont  nuls,  c'est-à-dire  si  les  deux  substitutions  infinitési- 
males du  groupe  sont  permutables,  on  a 

(d  —  a)$  =  o, 
(a  —  d)f  -h  c(S  —  a)  —  o, 


I    Mil    !■:      I*IC  Vllll. 


On  a  doue  d  a,  c  o,  et  Ton  voil  de  suite  que  le  .groupe  corres- 
pondant se  ramène  à  relui  qui  conduit  aux  équations  de  la  théorie  <l<vs 
fonctions  d'une  variable  complexe. 

(>.  Le  seul  cas  nouveau  esl  celui  où  les  deux  substitutions  ne  sonl 
pas  permutables.  Reprenons  les  formes  (8).  Si  X  nVsi  pas  nul,  en 

remplaçant   B(/)  par  B(/*)  —  :-  Ai/"),  on  n'aura  plus  de  terme  en 

\    f)  dans  le  second  membre  de  (a).  On  peul  donc  partir  des  deux 
transformations  (8)  en  supposant  que 

A[B(/)]      B[A(/)]      XB(/). 

(  )n  aura  ainsi  les  relations 

cp=    Xa, 

(rf-a)p  =Xp, 

iry   h  c(8    -  a)  —  </y  =  Xy, 

_  c(i  =  xs, 

que  l'on  peut  encore  écrire 

X  =  </  —  a, 

a  +  8  =  o, 

(  ^  —  a)  y  =  co, 

(d-a)a  =  cp. 


MO) 


(  '.1mm clions  maintenant  les  équations  finies  du  groupe.  <  >n  doit  con- 
sidérer les  équations  linéaires 


.  <l> 


u.) 


(  r//  =  aX,a?-f-X,(aa?-+-Py), 

En  posant  x  =  Ac1",  jy  =  Bc11'.  on  a 

A[[x  —  («A,  -+-  aX2)]  —  A,[3B  =  o, 
-  A (cX,  h-  yX2)  h-  B [u.  -  (dX,  -h  $X3)]  =  o. 
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On  a  donc  pour  u.  l'équation 

u.2  —  u.(a  -+-  d)  A,  -+-  («A,  h-  aX2)(rfX,  -h  $X,)  —  ^Xa(cA,  -+-  y  a,  )  =  <>. 

En  tenant  compte  des  équations  (10),  on  voit  que   les  racines  de 
cette  équation  sont 

p.  —  a~kt,  u.  ==  rfXn 

L'intégrale  générale  du  système  (ri)  est  alors 

x  =  P^V-f-QpcA', 

j  =  _  Pa^V+Q[(</_  a)£  __  aJe^V,         A  =  ~i, 

P  et  Qétantdes  constantes.  On  les  détermine  de  façon  que,  pour£  =  o, 
x  =  x0,  y  =  y0. 

On  obtient  ainsi,  en  posant  cV=  0,  et  remplaçant  (d  —  a)A  —  a 
par  A, 

_  3./',  (  AO"  -h  aOrf)  +  Py0  (—  p0«  4-  pftrf) 


On  aura  donc 


«  .r0  h  (  6"  —  Q(/  )  +  $y0  (  A  0(<  +  gQ"  ) 


ÔX 

h  -(-  oc 

dP 

P(Qrf_8«) 

à  y   - 

/l  -J-  a 

<)Q_ 

*/j(6"  —  (K) 

dx 

p(A-h«) 

àQ_ 

A  0rf  -+-  aOa 

6>J-  /<  -h  a 

Entre  ces  équations  il  faut  éliminer  0  et  h.  En  divisant  la  troisième 
par  la  seconde,  on  a 

ÔQ 

,  32  dx 

%    dv 

ày 
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l'.n  sul  tsi  il  liant  dans  les  deux  premières  équations,  il  \  i«*m 


o-  = 


dP   _      -x    <)\> 

dx    '  a  di 


puis.  en  substituant  dans  les  deux  dernières,  on  a 


0"  = 


dQ       B  dQ 

dy        '  d  ' 


pt  ces  quatre  équations  reviennent  à  trois.  On  <mi  tire 
dP  __  a  JP  _    dQ       ?  dQ 

dx  p   <n  ih  a  <!' 

V*  dx  +  Or  I      "  \dr     "  p  ety/   ' 

Donc,  en  posant-  =  A",  5  =  X? 


*Q  =  _x*l  +  xi  ^ 


j./ 


^p  _  -  dpy 

dx  dy  ) 


,n> 


dP 


d<)  -   dV 

~    =  —  /,-.-  -+-      (  -t A  3 


Tri  est  le  système  des  deux  équations  auxquelles  nous  sommes 
conduit. 

L'équation  à  laquelle  satisfait  P  est  extrêmement  simple;  on  trouve, 
en  effet,  de  suite 


d'P         «     d2P 

— -  —  2  A  - — 

dx2  dx  dy 


V 


à*P 


=  o. 
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Donc  l?(x,y)  est  de  la  forme 

p(^  y)  =  x(?(y  •+■ lx)  -+-  'Kr  -*-  "kx)i 

o  et  -j»  étant  deux  fonctions  arbitraires. 

LoUATIONS    DU    PREMIER    ORDRE    A    TROIS    VARIABLES. 

7.  Le  nombre  des  groupes  linéaires  distincts  à  trois  variables 
est  très  considérable.  Il  a  été  complètement  formé  par  M.  Sophus 
Lie.  J'ai  calculé,  pour  tous  ces  groupes,  le  système  d'équations 
différentielles  du  premier  ordre  qui  leur  correspondent  par  ma  mé- 
thode. Je  ne  les  transcrirai  pas  tous  ici,  car  il  en  est  un  certain  nombre 
pour  lesquels  je  n'ai  pu  encore  décider  du  degré  de  généralité  des 
fonctions  qui  y  satisfont.  Nous  allons  seulement  indiquer  quelques 
exemples  simples,  et,  en  particulier,  obtenir  tous  les  systèmes  formés 
di'  trois  équations. 

8.  Si  nous  ne  voulons  avoir  que  trois  équations,  nous  devons 
prendre  un  groupe  linéaire  à  trois  variables  et  à  six  paramètres. 

1  Jn  premier  exemple  d'un  tel  groupe  sera  obtenu,  en  adoptant  les 
notations  de  M.  Lie,  au  moyen  des  six  transformations  infinitésimales 


ou 


zp,     zq,     xq,     xp-yq,     yp,     xp  -+-  yq  -h  aU , 

U  =  xp  -h  yq  -4-  zr, 


ce  désignant  une  constante. 

Les  équations  à  adjoindre  seront 


dx 

—  =X,a  +  *A,^  +  À5j  +  À6,r(i  +a), 

dv 


En  posant 


dt 

dz 

dt 


l.2z  -f-  l3x  —  lAy  4-  \y{  i  -b  a), 

"k.OLZ. 


x  =  Aelt,         y  =  Belc,         s  =  Ce*', 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Kasc.  II,  1892.  >.iO 
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on  obtiendra,  pour  déterminer  X,  une  équation  «lu  troisième  degré, 

<lonl  les  racines  sonl 

~k  =  X,  a ,  X  =  X„  (  i  -h  a  )  ±  v'X^  4-  X8 X, . 

Pour  chacune  de  ces  Mois  racines,  on  a  des  quantités  proportion- 
nellesà  \. !>.(!.  Iles!  inutile  d'écrire  ces  quantités  pour  la  première 

racine;  nous  les  désignerons  par  A  , ,  Bn  C,.  Pour  la  seconde,  on  peut 

prendre 

A  = .  >  .         B  =  s  a;  -+-  X,X„      a,.         C  =  o 

correspondant  à 


X  =  X,(n-  a) -h  v^XJ  +  X8X5 . 
(  > 1 1  a  donc  pour  l'intégrale  générale  du  système  précédenl 

X  =    MX    e'I  '■  l4  *  '-»';'■'.'■.  I  -j-  \  A    ,.-'1 '/„  i  •  a -»  a;  (  '/,/,  ].|_  |)  \    gX,ar 


)        M   x  A';--  X,Xs       a.  Vk'  h«h-AI+>.xJ 

-t-N(—  v^î-»-XsXs      X,)<?'h«,1+al  to +>.*.]  +  PB,<?V", 
z  =  PC,  «*»■', 

M.  \.  1*  désignanl  des  constantes. 

On  doit  choisir  ces  constantes  de  telle  sorte  que,  pour  /  =  o,  on  ait 


x  —  .'„.  y       \'„.  ;  —  z0 


(  )n  a  de  suite 


PC,  =  s0. 


Quant  à  M  et  N,  ce  sont  des  fonctions  linéaires  de  x0,y0i  zo-  Cher- 
chons les  expressions  de  M  et  N  en  x0,  yQ  et  z0;  nous  aurons 

,-,1==Ma,  +  Na5+-PA(, 

y0  =  M(D  -  A  j  4-  N(—  D  -  X(  )  +  PB, ,  (D  =  v'Xf  +  X,  X,  ), 

en  substituant  les  valeurs  de  M,  N  et  P  dans  les  expressions  de  x,  y 
et  z  ;  on  obtient  alors  comme  coefficients  de  .r0,  ya,  z0  les  quantités  que 
nous  allons  égaler  aux  dérivées  partielles  de  P,  Q,  R. 
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On  trouve  ainsi  de  suite 


23] 


dx 
dV         i 


=  o. 


dK 

dy 


dz  ~         ' 


À, 


dO         i 


eX,t((  na) 


Ô  r 

4r      2 


i  +  T)i 

D  D 


DX*  DÀ-, 


;;)<-]■ 


I) 


I) 


D  —  x, 

—  D 


L'élimination  des  quantités  \  entre  ces  équations  conduit  aux  trois 
relations  qui  forment  le  système  cherché 


(S) 


àR 

dx 

on 

dy 

dV_  ôQ 
\  Ox  dy 


=  o. 


=  o. 


dP  dQ 

dy  dx 


2(1  -+-  a) 

en  posant  jj.  =  — 


9.  Nous  avons  un  second  exemple  d'un  groupe  à  six  paramètres,  en 
prenant  le  groupe  dont  les  transformations  infinitésimales  sont  repré- 
sentées par 

zp,     zq,     xq,     xr,     xp  —  zr,     xp  -+•  yq  ■+■  aU, 


U  ayant  la  même  signification  que  plus  haut. 

Une  série  de  calculs  analogues  à  ceux  que  nous  venons  d'indiquer 
rapidement  montre  que  le  système  d'équations  différentielles  corres- 
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dp 

-j-  =  o, 

>         °j 

dP  dh        dP  àR 

> r             ÔX    ÛZ 

\  d-j  1  ' 
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pondant  se  réduit  à 
(S) 


;.  ayanl  la  même  signification  que  |>lns  haut. 

10.  Il  existe  deux  autres  groupes  à  trois  variables  et  à  six  para- 
mètres; mais  ils  peuvent  se  déduire  des  précédents  en  faisant  a  ^c; 
on  .i  donc  des  équations  différentielles  rentrant  dans  le  même  type, 
puisqu'alors  u.  =  2. 

Vous  pouvons  donc  (lire  que  les  systèmes  (  S  )  <-/  (S)  forment  les 
seuls  systèmes  de  trois  équations  jouissant  de  la  propriété  deman- 
dée. Bien  entendu,  nous  ne  considérons  |>as  comme  distincts  des  sys- 
tèmes <|ui  peuvenl  se  réduire  l<is  uns  aux  autres  par  un  changement 
de  i  ariables  et  de  fonctions. 

11.  Les  groupes  à  trois  variables  et  dépendant  de  moins  de  six  pa- 
ramètres sont  très  nombreux.  Il  me  parait  inutile  de  les  énumérer  tous 
et  de  transcrire  ici  les  équations  correspondantes  que  j'ai  toutes  for- 
mées. J'indiquerai  seulement  un  exemple.  Considérons  le  groupe  à 
cinq  paramètres  représenté  par 


:/>. 

=  '/• 

xq. 

,      .//•, 

xp  — 

zr. 

Le 

tème 

des 

quatre  équa 

lions  correspond; 

intes 

est  alors 

d\ 

ày 

=  0, 

àX 

ày 

=  1, 

ày 

=  0, 

d\J  àW 
dx    dz 

— 

àU  dW 

dz    dx 

=  I. 

L'énumération  complète  des  autres  groupes  présenterait,  je  crois,  peu 
d'intérêt. 
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S/tr  les  invariants  de  quelques  équations  différentielles; 


Par  P.  RIVEREAU, 

Professeur  à  l'Institut  catholique  d'Angers. 


1.  Nous  nous  proposons  d'étudier  les  invariants  des  équations  dif- 
férentielles définies  par  une  équation  algébrique  et  entière  par  rapport 
à  la  fonction  y  de  x  et  à  ses  dérivées.  Ces  équations  conservent  la 
même  forme  lorsqu'on  choisit  une  nouvelle  fonction  r\  et  une  nouvelle 
variable  \  liées  à  y  et  à  x  par  les  relations 

rir 

y  =  Y]tt<V)  -h  V(x),  -^  =  [/.(#). 

De  telles  équations,  de  la  forme 

dy a0  -+-  a,  y  -+- ...  H-  anyn 

dx        bu  -H  bxy  -j- .  .  .  4-  bpy'' 

ont  déjà  été  étudiées  par  M.  Appell  (  '  )  et  M.  Elliot  (2). 

La  méthode  employée,  due  à  M.  Appell,  consiste  à  déterminer  les 
fonctions  u,  p,  u.  de  façon  à  réduire  l'équation  différentielle  à  une 
forme  plus  simple  en  annulant  ou  en  égalant  plusieurs  coefficients  de 
l'équation  transformée.  La  fonction  v  est  alors  complètement  détermi- 


(')  Journal  de  Mathématiques,  4e  série,  t.  V,  fasc.  IV,  p.  36 1. 
C2)  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  t.  VII,  p.  ich  ;  année  1890. 
Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III,  1895.  3l 
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née,  mais  les  fonctions  //  el  ;j.  ne  sont  déterminées  qu'à  un  facteur 
constant  près.  L'introduction  de  ces  facteurs  constants  fournil  des 
équations  canoniques  se  déduisant  immédiatement  l'une  de  l'autre  par 
un  nouveau  changement  de  fonction  et  de  variable  {voir  les  Mémoires 
de  M.  Appell,  p.  370,  et  d<  M.  Klliot,  p.  km  ).  Les  coefficients  de 
l'équation  canonique  sont  des  invariants  absolus.  Ces  invariants  ne 
sont  pas  des  fonctions  algébriques  des  coefficients  de  l'équation  * I ï 11 "< "■ — 
rcntielle  el  de  leurs  dérivées.  Il  est  facile  d'obtenir  des  équations  ca- 
noniques dont  les  coefficients,  invariants  absolus,  sont  des  fonctions 
algébriques  des  coefficients  de  l'équation  différentielle  et  de  leurs  déri- 
vées. Il  suffit  d'appliquer  une  méthode  analogue  à  celle  employée  par 
Halphen  pour  les  équations  différentielles  linéaires,  c'est-à-dire  de 
déterminer  les  fonctions  u,  [/.,  de  façon  que  certains  invariants  rela- 
tifs se  réduisent  à  l'unité.  De  telles  relations  fournissent,  en  général, 
th^s  équations  algébriques  binômes  pour  déterminer  les  fonctions  ca- 
ractérisant le  changement  de  fonction  el  de  variable  précédent. 

Prenons  comme  exemple  le  cas  traité  par  M.  Appell  dans  le  Mé- 
moire «ii»-  (p.  366  et  suh .  ). 

I  /équation  considérée  est 


Posons 


''y 

dx 


<\  -+-  3cty-h3c2y2-\-c3y%, 


d\ 


y  =rïu(x)  +  v(x)i         ~-r  =  U-O), 
l'équation  prendra  la  forme 

.     •"       _l_     ■[•■'     -r    -4-      »  ">'     Y"    -4-   *'     Y 

(fi    |0  ^    ' T «  N  ^    'Ts7!     ^   U  '/   » 

c0  -+-  3  c,  v  -h  3  c2  v*  -+-  e:t  e3  —  v' 


ou 


|X« 

r,  -+-  5c,  r  -+-  c:ic- 

//' 

[X 

0  a  /r 

it(c,  -t-  e3r) 

!A 

l/2Cg 
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M.  Appell  détermine  les  fonctions  c,  u  et  [/.,  de  manière  à  avoir 

*>'     —  f»               V     —  O               V-  :rr  T 
|2  u?  il    l,1  I  3   '  * 

Il  appelle  V,  U,  M  les  fonctions  ainsi  obtenues,  Y  et  X,  la  fonction 
et  la  variable  correspondant  à  ces  valeurs  particulières.  D'où  l'équation 
canonique 

dY 


,7x-J  +  Y'' 


En  posant 


la  valeur  de  l'invariant  absolu  J  est 

J 


U3  cl 


L'expression  -4  est  un  invariant  relatif.  Si  l'on  appelle  <x3  l'expres- 

C3 

sion  formée  avec  les  fonctions  y  de  H,  comme  s.,  est  formée  avec  les 
fonctions  c  de  x,  on  aura 

ff3      _  I       Si 

Y*  "  "3  c\ 
Si  donc  on  détermine  les  fonctions  p,  u  et  [/.  de  façon  que  l'on  ait 

Y,  =  o,        y,  =  i,       ^=i, 

13 

et  si  l'on  appelle  <?,  t),  DXL  les  fonctions  particulières  ainsi  obtenues, 
Y,  et  X,  la  fonction  et  la  variable  correspondantes,  on  aura  l'équation 
canonique 

gw+IY.  +  YÏ, 

où  I  est  un  invariant  absolu,  fonction  algébrique  des  coefficients  c  et 
de  leurs  dérivées  par  rapport  à  x. 

Il  est  à  remarquer  que,  dans  ce  cas  particulier,  on  aurait  pu  poser 
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de  suite  Yo  =  i,  ya  =  o,  Ys  =  >  «  ;U|  l'('"  de  considérer  l'invariant  re- 
latif- •  I  .es  loue  lions  p,  //,  tx  soi  il  déterminées  sans  Quadrature,  coi  unie 

on  le  n <> i i  à  la  simple  inspection  des  expressions  de  Yoj  Y»»  Y»*  Cela 
tienl  au  cas  particulier  choisi  comme  exemple. 

2.  \\aui  d'aborder  l'étude  des  invariants  des  équations  différen- 
tielles de  la  tonne  indiquée  au  commencement  de  ce  Mémoire,  nous 
allons  faire  une  remarque  sur  ceux  des  équations  différentielles  <|ui 
conservcnl  la  même  forme  quand  on  fait  le  changement  de  fonction  et 
de  \  ariable, 

)  =  *]«(#),        55  =  <x{.r). 

I  )e  telles  équations  différentielles,  en  dehors  des  équations  linéaires, 
ont  été  considérées  par  M.  Appell  (')et  par  nous-même  (■). 

Les  équations  canoniques  ont  été  obtenues  en  donnant  aux  fonctions 
u  et  u.  des  valeurs  particulières  I  et  M  annulant  certains  coefficients  de 
l'équation  transformée  ou  rendant  égaux  deux  de  ces  coefficients.  Si 
l'équation  différentielle  est  homogène  par  rapporta  la  fonction  y  et  à 
-  -  ;  vées,  on  peut  toujours  trouver  une  forme  canonique.  Laibnc- 
tion  I  est  déterminée  par  uîie  équation  différentielle  linéaire,  homo- 
gène ei  «In  premier  ordre 

TJ  =?(x)' 

où  o|  e  )  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  l'équation  dif- 
férentielle. La  fonction  M,  dans  certains  cas,  est  déterminée  par  une 
équation  algébrique  binôme 

où  -l(.r  )  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients.  Nous  avons  dé- 


(')  Journal  de  Mathématiques,  4e  série,  t.  V,  fasc.  IV,  p.  388. 

(2)  Sur  les  invariants  de  certaines  classes  d'équations  différentielles  homo- 
gènes par  rapport  à  la  jonction  inconnue  et  à  ses  dérivées.  (Thèse  présentée  à 
la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Gauthier- Villars  et  fils,  1890.) 
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montré  que  les  coefficients  de  l'équation  canonique  sont  alors  des 
invariants  absolus,  algébriques  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équa- 
tion différentielle  et  à  leurs  dérivées. 

La  fonction  M,  dans  d'autres  cas,  est  déterminée,  comme  U,  par 
une  équation  différentielle  linéaire,  homogène  et  du  premier  ordre. 
Alors  les  coefficients  de  l'équation  canonique  sont  de  la  forme 

Ai 
M'  ' 

A- 

Ces  coefficients  ~  sont  des  invariants  absolus  qui  ne  sont  pas  algé- 
briques par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  différentielle.  Les 
expressions  A;  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ces  coefficients  et  de 
leurs  dérivées,  et,  de  plus,  ce  sont  des  invariants  relatifs.  On  montre 
facilement,  en  effet,  que  par  le  changement  de  fonction  et  de  \;i- 
riable  ('), 

l'expression  (A,),,  formée  avec  les  coefficients  de  l'équation  transfor- 
mée comme  A,-  est  formée  avec  les  coefficients  de  l'équation  proposée, 
vérifie  la  relation 

(*).  =  #• 

On  pourra  donc  donner  à  la  fonction  u.  une  valeur  particulière  OlL, 
de  façon  à  réduire  à  l'unité  l'invariant  relatif  le  plus  simple.  La  fonc- 
tion U  pourra  être  déterminée  par  une  équation  différentielle  linéaire 
homogène  du  premier  ordre.  Alors  l'équation  canonique  correspon- 
dante aura  comme  coefficients  des  invariants  absolus,  fonctions  al- 
gébriques des  coefficients  de  l'équation  et  de  leurs  dérivées. 

Si  l'équation  n'était  pas  homogène  par  rapport  à  y  et  à  ses  dérivées, 
mais  si  elle  était  composée  de  plusieurs  parties  homogènes  de  degrés 
différents,  une  méthode  analogue  permettrait  de  trouver  les  invariants 
absolus  algébriques. 


(*)  Sur  les  invariants  des  équations  différentielles  linéaires  {Annales  de  la 
Faculté  de  Toulouse).  Voir  aussi  le  n°  5  du  présent  Mémoire. 
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Prenons  comme  exemple  L'équation 

at  y  ■  -h  a%y%  ■+■  a4y"  -+-  aô,  y  y  i-  ib^y  4-  zb^yy  =  o. 
Le  changement  de  fonction  «m  de  variable 

lui  lait  prendre  la  forme 

OtoY)*1  H- «,*)"+  «4TQ*  "•"  aPi?f*)'  +  aPlïî"ïl  +  '2?;«Yl'*/l  =  °- 

M.  Appel]  (Journal de  Mathématiques,  foc.  cit.,  |>.  \oi)  détermine 
L'équation  canonique  «mi  donnanl  aux  fonctions  u  el  u  Les  valeurs  par- 
ticulières l  el  M  qui  annulent  £J,  et  [lt,  en  supposant  l'invariant  relatif 
aeaj  —  b\  différent  de  zéro.  Ces  fonctions  U  et  M  sont  alors  fournies 
par  les  équations 


— 


i 
u 


i 


,    I  a«aj  —  l>\)  —  (btb9  —  a0b3)  =  o. 

L'équation  canonique  ainsi  obtenue  es!  de  la  forme 
\   »  +  IY's  +JY2  +  2KY"Y  =  o, 
où  Y  et  \  <ont  la  fonction  et  la  variable  définies  par 

7  =  YU(.r),         g=M(x). 
1 /invariant  absolu  I  est  égal  à 


I 


a0a.2  —  b\ 


On  en  conclut  que  l'invariant  relatif 


Pï 


vérifie  la  relation 


a0ai  —  b\ 


«o^ 
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Au  lieu  delà  valeur  particulière  M  considérée  précédemment,  prenons 
celle  qui  rend  cet  invariant  égal  à  l'unité  et  soit  3\l  cette  valeur.  Dé- 
terminons  encore  u  de  façon  à  annuler  (3,,  soit  xd  cette  valeur;  nous 
aurons 

Ttc  +  2  f  ~~ —  a~0  ' 

o  _  ff0a2—  fr;  ^ 
al 

Si  Y,  et  X,  sont  la  fonction  et  la  variable  correspondant  à  ces  va- 
leurs particulières  10  et  011,  nous  obtiendrons  une  équation  canonique 
de  la  forme 

Y; h-  y;2 -h  hy;+  2ky;  Y,  ■+- 2LY;  Y,  =  o. 

Los  invariants  absolus  H,  K,  L2  sont  rationnels  par  rapport  aux 
coefficients  de  l'équation  différentielle  et  à  leurs  dérivées. 

5.  Pour  simplifier,  nous  étudierons  les  équations  du  second  ordre 
définies  par  une  équation  algébrique,  entière  et  du  second  degré  par 
rapport  ky,  y', y".  L'équation  générale  est 


(0 


a0y"-  h-  a,y'2  4-  a ,,y-  4-  ibKy"y' 4-  i b2y"y  4-  i b3y'y 

4-  2 c0y" 4- 2  cKy'  4-  'i c.,y  4-  d0  =  o, 


les  coefficients  a0,  an  . . .,  d0  étant  des  fonctions  de  la  variable  indé- 
pendante x.  Faisons  le  changement  de  fonction  et  de  variable 

ri* 

O)  y  =  riu(x)+v(x),        ^  =  {*<». 

Les  dérivées  de  u,  ix,  v  par  rapport  kx  seront  désignées  par  u',  u",  u.'. 
a",  c,  c",  et  celles  de  Y]  par  rapport  à  \  seront  représentées  par  yj ',  r/  . 
Les  formules  de  transformation  sont  donc 

(3)  <  y'=Ti'^u-hriu'+v', 

y"  =  •/]"  p-  u  4-  r/  (  u  u.'  -f-  2  a  u'  )  4-  Y]  m"  4-  P ". 


'I"  l\     ltlYKltKAU. 

Ko  substituant  oes  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  aura  une  équal  ion 


«  i  > 


ou 


(5) 


,  k0 yj'1 4-  a., y)'* -+-  a< ïj1  +  20,  yj*tj'  4-  2  ^9 y)"*) 

+  ap>  *)'*)+  a*M"  +  '-2Y.*]'  +  2Yayj  -f-  S0=  o, 

Ka  =  <7„  u'//2. 

a,  =  (u\k' -h  2  u.  11'  )[a0(  //  a'  -h  2  [A //')  4-  6,  JAk] 

4-  |  6,  (  U  (A*  4-  2  [A //'  )  4-  a,  u.  // 1  (AU, 
a*  =  8»B  "  -*-  «jtt'a  -4-  ft^u-  4-  2 /;,  (("//'-+-  ■>. />.,{/"//  4-  2bzu'u, 
P,  =  [a,(au.'  +  2  u. //' )  -h  />,  a // 1  u.9  //, 
(L  =  (  a„  //  +  A,  //'  -h  6a  //  )  [x-  //, 

Pi  =  |"„  (.""•'  4-  2[A«')4-  fc,  ia  tt\u 

4-  |  A,  (//a'  4-  2|Ak')4-  a,  [AU  \  11 

4-  [  />.,  (  //  a  4-  2  [A  //'  )  4-  A:l  a  u\  «, 
To  =  (>..  <""  4-  />,  P'  H-  6,  P  4-  c0)u.2  //, 
7,  =[a0(Ku/4-  2a//')4-  6,  |am]p" 

4-  f  6 ,  U/  a'  4-  2  a«')+  a.,  u. u  |  p' 

4-|  &,(j/|j.'4-  2ij.w')4-  b^u^v 

4-  r(,(//|j.'4-  2fAtt')H-C,  [i«, 
ya  =  (V/0//"4-  />,  u  -\-  b.2u,)v" -\-(b,  u"  4-  a.,  m'  4-  b9u)v' 

-h(b.2u" -h  b3u' -h  ahu)v+  c0u" 4-  c,  m' 4-  ca  //. 
S0  =  <-/0r  -  4-  a.,v'2  -\-  a.jP24-  2&,i/V4-  2#2p"p 

4-  2  6,P'P  4-  2C0P"4-  2r,c'  4-  2C2r  4-  rf0- 


La  partie  homogène  du  second  degré  de  l'équation  (4)  est  la  trans- 
formée de  la  partie  homogène  du  second  degré  de  L'équation  (i)  à 
l'aide  du  changement  de  fonction  et  de  variable 


d\ 


=  Lfc. 


Les  invariants  de  cette  partie  homogène  sont  donc  aussi  des  inv  ariants 


INVARIANTS    DE    QUELQUES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  1  \  I 

de  l'équation  (i),  même  pour  la  transformation  (2).  On  pourra,  par 
conséquent,  donner  à  u  et  u.  des  valeurs  particulières  U  et  M  pour  les- 
quelles la  partie  homogène  du  second  degré  prend  une  forme  cano- 
nique. Il  restera  à  déterminer  la  fonction  v.  Nous  donnerons  d'abord 
à  cette  fonction  v  une  valeur  particulière  V,  de  façon  à  faire  prendre 
à  (4)  la  forme  la  plus  simple  possible.  Nous  étudierons  les  propriétés 
des  coefficients  de  cette  forme  réduite  relatives  à  la  transformation  (2) 
et  nous  en  déduirons  un  moyen  de  former  des  équations  canoniques 
dont  les  coefficients  sont  des  invariants  absolus  qui  seront  ou  transcen- 
dants ou  algébriques  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  (1)  et  à 
leurs  dérivées. 

Remarquons  auparavant  que  les  formules  (3)  constituent  une  sub- 
stitution linéaire  sur  les  quantités  y,  y',  y".  Le  discriminant  de  l'équa- 
tion (1),  considérée  comme  une  quadrique,  est  donc  un  invariant  de 
l'équation  différentielle.  Le  modale  de  la  transformation  est  ^u3. 
Pour  les  équations  de  degré  supérieur  au  second,  on  pourra  faire  les 
mêmes  remarques  que  pour  les  équations  homogènes.  Ainsi,  par 
exemple,  l'équation  différentielle  étant 

/(7,y',...,/">)=o, 

les  dérivées  partielles  par  rapport  à  y{"\  yiT^'  '  '  '  sont  des  covariants 

et  leurs  invariants  seront  des  invariants  de  l'équation  différentielle 
(voir  Thèse,  p.  i4). 

Enfin  les  équations  considérées  peuvent  se  diviser  en  trois  classes, 
suivant  la  façon  dont  la  partie  du  second  degré  contient  la  dérivée  y" 
(Appell,  loc.  cit.,  p.  392).  Dans  la  première  classe a0  et  b{  sont  nuls; 
dans  la  seconde  a0  est  nul  et  bK  est  différent  de  zéro;  dans  la  troisième 
a0  est  différent  de  zéro.  Cette  classification  repose  sur  ce  que  la  trans- 
formation (3)  ne  change  pas  la  classe  d'une  équation. 

Nous  commencerons  par  la  troisième  classe.  L'équation  générale  se 
prête  mieux  à  notre  but  qui  est  de  montrer  comment  on  peut  obtenir 
les  invariants  de  l'équation  différentielle. 

4.  Comme  nous  l'avons  indiqué,  nous  allons  réduire  l'équation  dif- 
férentielle à  la  forme  la  plus  simple  possible.  Pour  conserver  les  nola- 
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tions  de  M.  A.ppell,  nous  désignerons  par  \n,A,,  \ ,,  l>,,  15.,,  I»;t  les 
mineurs  du  discriminant  H, 

a0     A,     A., 

A,     at     h, 

(>.,        //.,        a , 

relatifs  aux  éléments  a bt.  Ainsi 

V      ii,<i.—  l>\,         B3=biba  —  a0b 

Si  V ,  esl  différent  de  zéro,  on  pourra  donner  à  //  et  fj.  les  valeurs  par- 
ticulières qui  annulent  j,  et  [3,,  puis  à  p  celle  qui  annule  y^  En  appelant 
I  .  \l.  \  ces  valeurs  particulières,  I  \  M,  Y'.  ...  leurs  dérivées  par 
rapport  à  ./•,  on  aura 


\  Al          2   \                 a0' 
Y              Y 

L' 
U 

B 

=  A 

où  l'on  a  posé 

(>.  —  '".A  -  a0< 

i  • 

^  «'t  \  étant  la  fonction  el  la  variable  correspondant  à  ces  valeurs  par- 
ticulières I  ,  M,  V,  on  aura 

.r=vr,.,,^\,.,l.      g  =  M(*). 

Si  Ton   divise  ions  les  termes  de  l'équation  ainsi  transformée  par  !<■ 
eoeflicienl  de  Y"2,  on  aura  une  équation  réduite  à  la  forme 

(7)      \  *_+.  |v-_tiv^^2KY"Y4-2PY"+2QY+  R==o. 

Les  coefficients  I,  J,  K  sont  des  invariants  absolus,  déterminés  à  un 
facteur  constant  près  et  indépendants  de  V.  Ils  ont  été  calculés  par 
M.  Appell  <  loc.  cit.,  p.  ^oi).  Leurs  valeurs  sont 


a:  M- 


S,î 


<iu\\  M* 


K  = 
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où  l'on  a  posé 

<    —  R2_    \    Il    _:_  A 

da 


Sft=B*-A4B24-A«S?  -B,p, 

<      ri  y  '      (lx 


On  a  ensuite 


sI2=a0s;  +  A;D. 


R=rii(JV 


2^ 

M* 


V 


où  l'on  a  posé 


dBa-Kcoas—  ^cOAi+A,  ^g  _C,  ^ 


rfC, 


<r  = 


sg  * 

o  =  — — (■- 


<R   =  if-  -+- 


A? 


«0         &i         '\> 


«o^; 


ô  =     />,     a2     c, 

i     ^a         ^3         Ca 


A  = 


a0  A4  D         <70D 

«0         &i         ^2         C0 

/;,  G^  /A,  C, 

&2     bt     (/ .     c2 
c0      c,      c2      rf0 

Les  valeurs  de  P  et  Q  se  calculent  facilement,  car  les  formules 


243 


V'  = 

h.  y  +  cj  , 
A4            A4 

V"  = 

FB*         rf  /BAI 

_A*  "*"  rf.r  \AV  /_ 

v       C.B,        rf  /C 
A  ?            r/.r  \  A 

montrent  que  les  coefficients  de  V  s'obtiennent  en  remplaçant  V  par 

T I  '  T 1  "  v         v 

jy  V  et  V"  par  ^"V  dans  —  et  —  -  Les  parties  indépendantes  de  \    se 
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trouvent  aussi  aisément.  En  effet,  en  supposant 

*       o,        ^        v   '        v  =  — — — (■-  -.  ■     . 

on  trouve 

aê\    +  f>,  \     •   &a"V    !-  c0=  a0tJ?, 

/>,  \     •   A,\  '  -t ■  </,\    i-  ca      feace  +  j  ■ 

Le  reste  «lu  calcul  s'achève  de  suite.  La  valeur  de  R  a  été  obtenue  à 
l'aide  des  discriminants  des  deux  équations  différentielles.  On  a,  eu 
effel .  les  relations 


cl 


R(j       Km      JP»_Q^2KPQ=^¥?1 
.1  -  Ka 


D 

a,  V.U- 


5.  Les  fonctions  des  coefficients  appelées  £,  .0  <■!  ,»i  jouissent  d'une 
propriété  remarquable,  l'ourla  mettre  en  évidence  nous  ferons  un 
raisonnement  déjà  employé  ailleurs.  L'équation  (1)  prend  la  forme 
réduite  |  7  |  au  moyen  des  formules 


dX 


v==yuw+vw,     ;;    m,,-.. 

Posons  maintenant 


/F  r\u(x)-hv(x), 


dx 


1*0*0' 


L'équation  (  1  )  prendra  la  forme  (4)  que  nous  réduirons  de  la  même 
manière,  en  posant 

il  =  YlU,(5)  +  V1(Ç)I        ^-'=M,a). 
L'équation  réduite  ainsi  obtenue  est 
(7)'     Y;-ï)Y;-r-J1Y;+2KlY;Y(  +  2PlY>2QlY1-+-n)-(»: 
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on  sait  déjà  que 

I,  =  I,         J,  =  J,         K1  =  K, 

car  on  peut  supposer  que  les  constantes  d'intégration  dont  dépendent 
U,  M,  U,,  M,  aient  été  choisies  de  façon  à  obtenir  ce  résultat,  ce  qui 
ne  nuit  en  rien  à  la  généralité  pour  ce  que  nous  voulons  obtenir.  Dési- 
gnons par  (U,),  (M,),  (V,)  ce  que  deviennent  les  fonctions  U,,  M,, 
V,  de  £  quand  on  y  remplace  \  par  sa  valeur  en  x\  les  formules  précé- 
dentes donnent 

r=Jl«(Ul)-t-i«(Vl)  +  P,        g=jx(M0. 

On  en  conclut  que  les  coefficients  de  l'équation  (7)'  se  déduisent 
de  ceux  de  l'équation  (7)  en  changeant  dans  ceux-ci  U  en  «U,, 
M  en  [jlM,  et  V  en  uY ,  -h  p.  On  aura  donc 

p,  =  îl(k1v,  +  |v)=  ^  [*<»▼.  +  >)+  ~ 

Pour  simplifier  cette  expression,  il  faut  remarquer  que  l'on  a 
On  aura  donc 


*,  =  4-  (9  -+- ff  v 


On  trouverait  de  même 


9,=  -r-f^H TT^ 

^-  ix*  m  \  anAl      '' 


1     /_.__„.      S„ 


A 1  =  -4-5  Ml+   29  P  H ^  P 

De  ces  expressions  on  déduit  facilement 

^«^•bXî  +  Dp). 
6.   Les  expressions  trouvées  pour  P,  Q,  R  permettent  de  former 
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plusieurs  invariants.  Ainsi  l'on  a 


<>       -    .Hi  =  rT^ 


.2 


s,., -a 


0O  \  ;   ' 


on  obtient  ainsi  deux  invariants  absolus.  Les  quantités  placées  entre 
parenthèses  dans  !«•>  seconds  membres sonl  des  invariants  relatifs.  On 
peut  avoir  d'autres  invariants  en  calculant  les  dérivées  de  P,  Q,  R, 
par  rapport  à  V 


dX     ~  0  UX       +  M'  '" 


on 


,.      S,C,      d®        /m,      a  6,  | 

\  ;  d.r  \  A,  n[t 

L'expression 


tlV  DrfK  «F 


k    ,  -  v  -r  :  = 


rfX  </\     "  Ml 

esl  un  invarianl  absolu.  La  valeur  de  W  est 


wr_S.  /S.C,        rf*  _  *B,\  rf 

AM    Aï     "i~  ,/./■  A4    /  r/./- 


M/ 


Si  Ton  cherche  les  relations  que  doivent  vérifier  les  coefficients  de 
l'équation  réduite  pour  que  l'équation  différentielle  possède  une  pro- 
priété indépendante  du  changement  de  fonction  et  de  variable,  les 
équations  obtenues  s'exprimeront  à  l'aide  d'invariants  absolus.  Cher- 
chons, comme  exemple,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  l'intégrale  de  l'équation  (7)  soit  de  la  forme 

Y  =  hiYl-hh2Y2-hh3Ya  +  Y„ 

où  Y,,  Y2,  Y3  sont  des  fonctions  de  X  linéairement  indépendantes  et 
où  les  constantes  /*,,  /*2,  h%  sont  liées  par  une  relation  algébrique  et 
entière  du  second  degré  (voir  Appell,  loco  citalo,  p.  l\\i).  En  dési- 
gnant par  F  le  premier  membre  de  l'équation  (7)  et  par  X(X)  une 
fonction  de  X,  on  doit   avoir  identiquement,  comme  l'a    démontré 
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M.  Appcll  {Comptes  rendus,  novembre  1888), 

g  -  XF  =  (aY'  +  a  Y"  h-  (3  Y'-t-yY  ■+■  S)(Y"+KY  -+-  P). 
L'identification  donne  après  quelques  réductions 


dK 

^p 

d~X  " 

:0, 

J  =  K(I  +  K), 

jp  _  KQ 

=  0, 

SX  ' 

V  i   /       dX  \  I  /' 

on  a  ensuite 

A  =- 

P  = 

2j 

y  =  Ka,         0 

è=  Pa. 


Les  deux  seules  relations  —  =  o,  ^v  (  "r  )  =  7v  (  T  )  ne  sont  Pas 


exprimées  à  l'aide  d'invariants  absolus.  Mais  on  voit  de  suite  que  Ton 
dP 

cÏX 


dP 
peut  remplacer  —  =  o  par 


ir  dl*         n  dK 

Kdx-pdx==°- 

Pour  transformer  l'autre  équation,  considérons  l'invariant  absolu 
Q2  —  JR.  On  a,  en  tenant  compte  des  relations  précédentes, 

o*  —  JR  __  Q-        R         J         P2        R        P2        R        P2 
~~1T~      =  lï  ~  T  =~  iô  X  T  ~  T  ~~  T  '  "  T  ~*~  ~K 

P  et  K  étant  des  constantes,  on  en  déduit  que  la  dernière  équation 
de  condition  peut  s'écrire 

G  étant  une  constante. 

On  a  supposé  I^o;  car,  dans  l'hypothèse  I  =  o,  l'équation  diffé- 
rentielle  n'eût  pas  été  irréductible,  en  tenant  compte  des  autres  équa- 
tions de  condition  fournies  par  l'identification. 

L'intégration  s'achève  en  résolvant  l'équation 

2  Y"-  L'  Y"+  2(I  +  K)  Y  -  K  j  Y  -  P  y  =  o, 


a  '|S  V.    RIVERE  \l  . 

oii  I         ,    .  I\  ci  V  sont  des  constantes.  L'équation  du  second  ordre 

ï    -f  KY    h-P  =  o 

donne  des  intégrales  singulières. 

Remarquons  que  le  changement  de  fonction 

P  i' 

ï       :  [  où .   esl  constant 

transformera,  dans  ce  cas.  l'équation  (7)  en  une  équation  de  la 
forme 

.-  -'  •    !  -  -'   •-  .1  za  -f-  2  YLz' z  -f-  J/.I  =  o , 

où  u.  est  une  constante.  Si  l'on  considère  l'équation  obtenue  en  annu- 
lant la  partie  homogène,  son  intégrale  générale  ne  différera  de  celle 
de  l'équation  complète  que  par  la  relation  qui  lie  les  constantes  arbi- 
traires. 

7.  Les  formules  obtenues  aux  n"s  .'»  et  (i  montrent  comment  on 
pourra  former  une  équation  canonique.  Supposons  que  S„  soit  diffé- 
rent de  zéro.  On  pourra  donner  à  p  la  valeur  particulière  <?  qui  an- 
nule <3P4.  En  gardanl  pour  u  e1  u.  les  valeurs  U  et  M  qui  font  prendre 
la  forme  canonique  à  la  partie  homogène  du  second  degré,  on  obtiendra 
une  équation  canonique  dont  les  coefficients  sont  des  invariants  ab- 
solus, mais  transcendants  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation 
primitive.  Si  Sc  était  nul  on  pourrait  donner  à  v  la  valeur  qui  an- 
nule ^,,  si  S)2  est  différent  de  zéro  ou  bien  celle  qui  annule  o,  en 
supposant  que  D  soit  différent  de  zéro.  Pour  obtenir  une  équation 
canonique  dont  les  coefficients  soient  des  fonctions  rationnelles  ou 
algébriques  des  coefficients  de  l'équation  primitive  et  de  leurs  déri- 
vées, on  déterminera  v  comme  on  vient  de  le  dire.  Puis  on  considérera 
deux  invariants  absolus  différents  de  zéro  de  la  forme 

A  B 

Mp'     M'/U'-" 
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A  et  B  sont  des  invariants  relatifs  tels  que 

a  A.  r,  B 

A,=  -.        B, 


on  donnera  à  tx  et  à  w  les  valeurs  particulières  qui  rendent  A,  et  B, 
égaux  à  l'unité.  L'équation  ainsi  transformée  aura  comme  coefficients 
des  invariants  absolus  algébriques.  Dans  le  cas  précédent,  I  est  diffé- 
rent de  zéro.  Si  l'un  des  trois  invariants 

JP-KQ,     Q2-JR,     Kg-Pfg 

est  différent  de  zéro,  par  exemple,  le  premier,  on  donnera  à  u  et  \k  les 
valeurs  particulières  suivantes  xd  et  OÏL  définies  par 

.  A?DT  —  St.S 

c'est-à-dire 

En  supposant  Se  différent  de  zéro,  on  pourra  poser 

•V  = £— 

L'équation  canonique  correspondante  sera  de  la  forme 

y;2  + AYr  +  BY;^  2Cy;y;  +  2Dy;y, 
+  2ey;  y,  +  oF  y;  +  2G  y;  +  2hy1+l  =  o, 

où  Y,  et  X,  sont  définies  par 

YdX. 
Journ.  de  Math.  ( ',<  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III,  1892.  33 
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Les  invariants  ainsi  obtenus  sonl  liés  par  les  trois  relations 

A  =  C2+-  i, 
(CF      G) (CD      E  )  r  F(  (  :-'  -+- 1 )  -  CG  +  ^  (CF  -  G)  =  o, 


o  =  i  -+- 


<  :     v    G 
l)    E    il 


x[(CD-E)»-(CE-AD)+.^-(CD-E)] 


Ces  trois  équations  détermineront  A,  II,  Deu  fonction  des  six  autres 
invariants  que  l'on  pourra  considérer  comme  fondamentaux.  Les 
quantités  M  <'t  II  ne  désignent  ]>;is  la  même  chose  ici  (pic  précédem- 
ment . 

8.  Nous  axons  supposé  <pic  A ,  était  différent  (\<'  zéro.  Si  A4  était 
nul,  on  ferait  un  changement  <lc  fonction  el  de  variable  annulant  (3,  et 
rendant  3,  égal  à  l'unité.  Les  fonctions  I  el  M  vérifienl  alors  les  équa- 
tions 


M 
M 


U'               A, 
2  TT  ~ * 


M»  =  - 


B, 


t  )n   suppose  que  l>,  n'est  pas  nul.  Le  coefficient  y,   devient  alors 
—  - — -(Bsph-C,),        où        Ci  =  c0bi  —  a0ct. 


égal  à 


<  )n  donnera  à  c  la  valeur  particulière  V,  qui  annule  ce  coefficient, 


V  =  - 


c, 


En  divisant  tous  les  termes  par  a0  =  a0M*  U2,  on  obtiendra  l'équa- 
tion canonique 

Y"2 h-  LY2  +  2NY"Y  ■+-  2 Y' Y  +  2SY"  +  2TY+O-0, 

L3  et  Ns  sont  des  invariants  absolus  rationnels  par  rapport  aux  coefii- 
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cienls  de  l'équation  primitive.  S  et  T  sont  de  la  forme 

S  et  0  sont  des  invariants  relatifs  rationnels.  En  continuant  d'affecter 
de  l'indice  i  les  expressions  formées  avec  les  coefficients  de  l'équation 
transformée  (4),  on  aura 

v    "  a    

(X2«  [JL4«2 

Si  l'on  suppose  S  différent  de  zéro,  on  pourra  obtenir  une  équation 
canonique  dont  les  coefficients  sont  des  invariants  absolus  algébriques 
à  l'aide  du  changement  de  fonction  et  de  variable 

y  =  Y,  ©  ■+•  <?,  ~*  =  ML, 

où  les  fonctions  t),  <?,  Oïl  sont  déterminées  par 

3TL3  = 


B:i 


La  légitimité  du  procédé  est  mise  en  évidence  par  les  relations  sui- 
vantes 

Pi  Pa  —  ^o (^3  _  J_   bibj  —  n^bj 


YoPi  —  aoTi 


sk(B.'"  +  c.)' 


calculées  à  l'aide  des  formules  générales  (5)  en  tenant  compte  seule- 
ment de  AA  =  o. 

9.   En  supposant  A,  =  B3  =  o,  le  discriminant  D  s'annule  d'après 
l'équation 

A2A,  —  B^  =  <70D. 


P.    RIVERE  vi  . 


Il  esl  Facile  de  voir  qu'on  a  aussi  Ba  :  -  o.  Si  A,  esl  différent  de 
zéro,  ce  sera  un  invarianl  relatif.  Si  enfin  A_.  o,  tous  les  mineurs 
tl<-  l>  soui  unis  el  la  partie  homogène  <lu  second  degré  esl  le  carré 
d'une  expression  linéaire  el  homogène  en  \\  \  .  \  .  Les  mineurs  du 
déterminant  o  jouissent  d'une  propriété  assez  remarquable.  Nous  avons 
déjà  \  ii  que  S  vérifie  la  relation 

o,  -  :u.»a5(S-hDp), 

où,  suivant  la  notation  adoptée,  ô,  désigne  L'expression 

P.   «.   T. 

?..     P.     7, 

Nous  venons  de  vérifier  que  A 4  étant  nul,  mais  B3  étanl  différent  de 
zéro,  le  mineur  de  o,  correspondant  à  l'élément  (3:),  c'est-à-dire 
I  y„  j,  -  -  oe0v,  |,  jouit  de  la  même  propriété  que  o, ,  à  savoir 

Y«Pi  -  KoT«  =  !A"":'h'".A  —  <70c,)-+-  B8p]. 

Si  l'on  su|)|)ose  A4  =  Ba       Ba  =  o,  8  est  nul  aussi.   La  quantité 
,,  —  a0y,  devient  un  invariant   relatif.  Soit  alors  A2  différent  de 
zéro.  Le  mineur  de  aa  dans  ù{  vérifie  l'égalité 

a' 
oc0 T«  —  Y»P*=  y-'"'   (a»c*  -Co^»)-i-Aap  — (c0è,  — a0c,)~ 

Lorsque  c06,  —  a0c{  n'est  |>as  nul,  on  peut  donner  à  «  et  u.  les  va- 
leurs particulières  qui  rendent  égaux  à  l'unité  les  invariants 

— i  '  7, > 

cl  à  v  celle  qui  annule  a0y,  —  foS^-  L'équation  canonique  ainsi  obte- 
nue a  pour  coefficients  des  invariants  absolus  algébriques. 

Dans  ce  cas,  on  peut  encore  déterminer  u,  [j.,  c,  de  telle  sorte  que 

l'on  ait 

a„,  arv v.fl 


P.  =  o, 


-0   |2  | 


0P2    =0; 
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on  aura  en  même  temps 

a2  =  ?:i  =  °- 

L'équation  canonique  correspondante  a  pour  coefficients  des  inva- 
riants transcendants,  mais  elle  est  plus  simple  que  la  première. 

Si  c0b{  —  a0ct  =  o,  on  déterminera  u,  i/.  et  v,  de  façon  que  l'on  ait 

En  même  temps  on  aura 

a2  =  ?:.  ==y(  =o. 

10.  Supposons  enfin  A.,  =  o.  Nous  obtiendrons  une  équation  ré- 
duite en  donnant  àweta  les  valeurs  qui  annulent  (3,  et  qui  rendent 
égaux  a„  et  y,.  Puis,  nous  déterminerons  p  de  façon  à  annuler  y0. 
Soient  U,  M,  V  ces  valeurs,  nous  aurons 

M'  U'  b. 

Tï  -+-  2"r   = L' 

M  u  a0 

M3U  = -j         où         C,  =c0b{  —  «ftcn 


issi 
En  posant 


Alors  on  a  aussi 

a2  =  [J,  =  o. 


et  en  divisant  tous  les  termes  par  a0  =  a0M*  U2,  on  aura 

Y  "-  -h  A2  Y2  h-  2  A  Y"  Y  +  2  Y'  +■  2BY  +  1)  =  o. 
Il  est  facile  de  vérifier  qu'on  a 

13  =  -  -«pFB  [C,  ^  +  (c«A  -  «ftc2) J, 

D  =  fl»M>u!  f—  2<^Y'  —  2(c062  —  a0c2)V  4-  a0d0  —  c2]. 


1  -I 


P.     lUVKHKM  . 


<  >n  a  \  u  au  u"  .*>  que,  si  l'on  fait  d'abord  le  changement  de  fonction 
et  de  \  ariable 

;       yiu(x)  i   p(x),        -'~r      u.(a?), 

et  si  l'on  ramène  l'équation  transformée  en  r\  à  la  forme  réduite,  les 
deux  équations  réduites  se  déduisent  rime  de  l'autre  par  le  change- 
ment de  I  en  i/\  ,.  de  M  en  ;j.M,  et  de  V  en  "\  ,  ■+■  p,  où  Un  M,,  \  , 
désignent  les  fonctions  de  :  qui  servent  à  obtenir  la  seconde  forme  ré- 
duite. Dans  le  cas  présent,  on  sait  déjà  que  G,  est  un  invariant  véri- 
fiant la  relation 

YoPt  -    *oYi  =  [i'BM  c06,  —  a0c{  ). 

Si  l'on  calcule  «le  cette  façon  les  deux  expressions 

B,  =-     g  |    [(TtPi-««Ti)T]7*+-(TaPi-«tT03i 

|).  =  gi  »';.-,  [—2(v,p,- a,, V.  )>  ,  -a(T.P,-«,Y»)V1-ha#50-YÎ}ï 

où  1  ,  et  V,  désignent  des  dérivées  par  rapport  à  £,  on  trouve  facile- 
ment 

u'~\ 
Y»Pi  ~  a»Ya  =  [**"'     (c**a—  OoCs)Hr(cé6J  —  fl0C,)-J, 

K.$«  -  YÏ=  f-4"*!-  2(C0^I~«0C,  >P 

21  c„ôa  -  aoca)p4-aod0  — cj]. 

La  première  de  ces  expressions  avait  déjà  été  calculée  directement. 

La  seconde  nous  montre  que  nous  aurions  pu  établir  une  forme  ré- 
duite en  conservant  à  //  et  u  les  valeurs  particulières  U  et  M  précé- 
dentes et  en  donnant  à  p  la  valeur  V  qui  annule  a0S0  —  y*.  On  pour- 
rait encore  déterminer  u  et  u.  de  façon  à  rendre  nulles  les  quantités  (3, 
et  y0fla  —  a0y2.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  ya  sera  égal  à 

y0  =  M2U(xV-hik), 

où,  en  posant,  pour  abréger, 
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on  a 

C,V       ,    /C,\        ,  d   /C, 

b,  [~    -h  £>,  —  a 


*S=3L fl,:Sv'  c,  è  J ~c| —        +2^. 

L'expression  d,  est  un  invariant.  On  peut  facilement  en  faire  la  vé- 
rification directe.  On  peut  le  voir  aussi  en  remarquant  que  la  seconde 
méthode  d'obtenir  la  forme  réduite  eût  fourni  pour  (32  l'expression 

%  =  X. 

Or,  on  sait,  d'une  manière  générale,  qu'en  déterminant  les  fonctions  L 
et  M  par  des  équations  différentielles  linéaires  homogènes  et  du  pre- 
mier ordre,  les  coefficients  de  la  partie  homogène  du  second  degré  de 
l'équation  réduite  sont  des  invariants  absolus.  On  aura  donc,  l'in- 
dice i  ayant  la  signification  adoptée, 


d'où 


i    X 


Xt  =  \i.2U2X. 


En  raisonnant  comme  précédemment,  on  conclura  que 
ïlt  =  u?u(Xv  -+-  ift>). 

On  obtiendra  une  équation  canonique  en  déterminant  encore  u  et  u. 
comme  pour  les  équations  réduites  précédentes,  mais  en  donnant  à  r 
la  valeur  qui  annule  i)l>, . 

11  est  presque  inutile  d'ajouter  qu'on  peut  môme  obtenir  une  équa- 
tion canonique  dont  les  coefficients  seront  des  invariants  algébriques. 
Les  calculs  précédents  montrent  assez  clairement  comment  il  faut  dé- 
terminer pour  cela  les  fonctions  w,  [/.,  v. 

Si  C,  était  nul,  C2  serait  alors  un  invariant.  En  annulant  a030  —  y* 
on  obtiendrait  une  valeur  de  v  pouvant  servir  à  obtenir  une  équation 
canonique.  Enfin,  lorsque  C,  et  C2  sont  nuls  à  la  fois,  l'équation  diffé- 
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rcnlielle  esl  décomposable  en  un  produil  de  facteurs  linéaires  el  n'es! 
plus  irréductible. 

II.  On  traitera  de  la  même  manière  les  équations  de  la  seconde 
classe  pour  lesquelles  a„  esl  nul.  mais  A,  esl  différent  de  zéro.  Ces 
équations  sonl  de  la  forme 

H-  2bzyy  H-  2C0y-f-  2C,/'-+-  2f,j'  4-  r/()  =  O. 

Par  le  changemenl  de  fonctions  et  de  variable 

r=  v/i.e)  t-r(.r),  ^  =  [A(a?), 

eeiie  équation  devient 

a, //-  4-  a ,  Tf)8  +  2 p,  V)"Y)'  +  2  fL vfy] 

-h  2 (*,*)' Y)  +  2 y, Y)"  H-  "2 y.  *)'+  2Ya>]  "+-  S0  =  O, 

où,  d'après  les  formules  (  5  >, 

as  =  2  A,  {X«  (  //  a'  4-  2  ta.  //'  )  4-  a.  [jl2  //2 , 

a,  =  <72//'2  +  <7*"2  4-  2&,  u"u'-\-  abau" u  4-  2b3u'u, 

£}.,=:(  A,  K'  4-  //,u  )u.-//, 
p,  =(«jjl'H-  2[J.u')  (A,  w'  +  &8k) 
4-  (  A,  M*  4-  fls  M'  4-  A 3  M )  |A M, 

(9)         '  y«  =  <  A,»-'4-A:,c4-c0)[i.2//, 

j  y,  =  («[*'-+-  2fia,)(6,(/n-  &sp+  c0) 

4-(A,e"4-  a2P'  +  b9V  4-  C,)  [JLl/, 

Y2  =  (btu'  4-  A2  w  ) p"  4-  (  A ,  m"  4-  a2  w'  -+-  63 « )  p' 

4-  (  A2  w"  4-  A3  «'  4-  « .,  k)p 4-  c„  a*  4-  c,  m'  4-  c2  u, 

c0  =  a2p'2  4-  a4p2  4-  2A,c"c'4-  2A2p'V 

4-  2A3PV  4-  2C()c"4-  2C,  c'4-  2C2c  4-  r/(1. 
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Donnons  aux  fonctions  «,  [x,  v  les  valeurs  particulières  U,  M,  V  qui 
annulent  les  coefficients  a2,  $2  et  y0,  nous  aurons 


M'            2lî' 

"M  +  ~W  ' 

a , 

U' 

b. 

Y  et  X  désignant  la  fonction  et  la  variable  correspondantes,  on  aura 


r  =  YU  +  V,       g=M. 

Divisons  tous  les  termes  par  la  valeur  du  coefficient  (3,,  nous  ob- 
tiendrons l'équation  réduite 

(8)         HY2  +  2Y"Y'+  2LYY  h-  aAY'  -+-  2BY  -fC  =  o. 

Les  invariants  absolus  H  et  L  ont  les  valeurs 

D  T  E. 


H=- 


ou 


Wb\  Wb\ 

o      b.     b.. 


D  =     bt     a2     &., 
b.2     b3     a,, 
E4  =  b'I  -+-  b2  b\  —  btb'2-h  bt  b3  —  a2  b2 


(Appell,  loc.  cit.,  p.  3op). 
On  a  ensuite 

B  =  i(HV+*), 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III,  1892. 


34 


où 


p.    m  YKiti  \i  . 


A  8> 

hT)  "  h,  h 


A  = 


<>  b{  c„ 

b,  <i,  c, 

63  A:1  r, 

o  A,  A_,      c0 

A,  a.,  b3      c, 

A2  A,  a,      ca 

C„  C.  C       c/„ 


(  >n  prouverait,  comme  au  n"  5,  < j 1 1 <*  l'on  a 


A>«  =  -î-(*  -+■  ri  »'  • 

G,  =  |X6WS(  S  -t-   I  >e). 


De  même  l'expression 

MA  -LB  = 


•nil-r-  ^  paj. 


i      /"DX-H  A,  K,  Ub 
Ml 


esl  un  invariant  absolu. 

L'expression  B2—  IIC  donne  L'égalité  déjà  connue 


Ba-HC 


l  A 


En  calculant  les  dérivées  de  A,  B,  C  par  rapport  à  Y,  on  formera 

de  nouvelles  expressions  invariantes  telles  que 


j    d\  .    dh 

'j;7Y   ~AdX 


Les  formules  précédentes  permettent  donc  d'obtenir  une  équation 
canonique. 
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Pour  montrer  les  avantages  que  peut  présenter  L'équation  ré- 
duite (8),  nous  allons  chercher  quelles  relations  doivent  vérifier  les 
coefficients  pour  que  cette  équation  admette  un  facteur  intégrant  '/.. 
fonction  de  la  seule  variahie  X.  Appelons  $  le  premier  membre  de  (7). 
L'expression  X<P  doit  être  la  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  la 
forme 

(ïaY'2-H->.(I:1V'V-h(ilY3H-2H0Y  'H-aH.Y-hlL. 

En  identifiant  la  dérivée  de  cette  expression  par  rapport  à  Y  avec  le 
produit  A<I>,  on  trouve  (Appell,  /oc.  cit.,  p.  397) 

3         >  rfX  =  °<  it2=/'i  H()=o: 

(  iL,  est  donc  constant  ainsi  que  A.  On  obtient  aussi 

En  supposant  X=  1,  on  trouve  enfin 

G,  =  L,        H,  =  A,        §'  =  C. 

La  relation  B  =  ^,  en  tenant  compte  de  H  =  ^.,  exprime  que  les 
deux  invariants  absolus 

HA-LB,        A.$-L$ 

sont  égaux.  La  forme  canonique  devient 

J|  Y3  h-  2  Y  Y  +  ,LY'  Y  +  2A  Y'-h  2  |y  +  C=  o, 
équation  dont  le  premier  membre  est  la  dérivée  de 
Y'24-LY2-+-2AY+  fcdK, 


•(>«>  1\    R1VEREAU. 

\*2.   Les  équations  de  la  première  classe  sont  représentées  par 

|    Oj  \'-  4-  (I;  V-  H-  '.?/'..  r"r   +-  2&a  )     | 

(10) 

4-  2r0  v"4-  2C,y  -h  2Cay  4-  '/„  =  o. 

Par  le  changemenl  de  fonction  el  de  variable 

I     :Yi«(a?)+p(a:),         ^       [/.(#), 

celle  équation  <le\ i«'iii 

a,r,  *4-  y..,v  +  -i?sVr<  +  2P,Y)'Y)  4-   '7o^"+  27,  Y)'  -h  2yaY)  4-  S0  =  0, 

où 

Ka  =  <•/_,  a-  //-'. 

^,  =  (  //  a'  h-  2  u.  //'  )  ba  h  4-  (  as  m'  4-  A,  //  )  [j-  a . 

V„  =(MH-C0)|l.aB, 

Y,  =  (//u'4-  2{i.a'  M  &**>  +  '0  >  -H  <'^:  •+■  'v  +■  '"■  )[-*•"• 

On  obtiendra  une  équation  canonique  en  donnant  à//,  [/.,  p  les  va- 
leurs particulières  U,  M,  V  qui  annulenl  p.,  el  y0  el  quirendenl  égaux 
les  coefficients  7,  et  [Jj.  (  )n  a  ainsi 

&a  ( ^~  +  —  )  +  a-i  J\  ■+-  h  =  °) 


Ml 


V  c*o 

>    —  —  r-j 

h, 

«2  (c0  6',  —  b,  c'0  )  +  bt  (c,  62  —  c0  b%  ) 


b\ 
En  posant 

et  en  divisant  tous  les  termes  par  la  valeur  du  coefficient  [Ja,  on  a 
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l'équation  canonique 

(i .)  A  Y'2  -h  BY2  +  2  Y  Y  +•  2  Y  '  +  2CY  h-  D  =  o. 

A  est  l'invariant  absolu  suivant 

Quand  cet  invariant  A  est  égal  à  — 4?  c'est-à-dire  quand  a.2  -h  4b.x=  o, 
l'intégrale  générale  peut  être  de  la  forme 

Ar  C,  II,  -+-   Co  Mo 

où  les  fonctions  «,,  u2  sont  linéairement  indépendantes  ainsi  que  e, . 
e2.  Les  constantes  G,,  C2,  Dn  D2  sont  liées  par  une  relation  linéaire 
et  homogène.  Nous  avons  déjà  résolu  cette  équation  dans  un  cas  parti- 
culier, celui  où  l'équation  différentielle  n'a  pas  de  terme  indépendant 
de  Y.  La  fonction  w{  était  alors  nulle.  Nous  avons  effectué  cette  réso- 
lution sans  nous  servir  de  forme  canonique,  en  remarquant  seulement 
que  les  deux  équations 

9  =—  l[b.2y'2-h  a^y'-i-  ib2y"  y  -+-  ib%y'y  =  0, 
'I  -  2(c0y" H-  e,  y  4-  c2y)  =  o 

doivent  admettre  une  intégrale  commune  et  que  de  pins  l'expression 

'   dx         '   dx 

doit  se  décomposer  en  deux  facteurs  dont  l'un,  du  troisième  ordre, 
homogène  et  du  second  degré  en  y,  y',  y",  y'",  doit  fournir,  en  l'égalant 
à  zéro,  une  équation  différentielle  dont  l'intégrale  générale  est 

(!2)  y 


r>i  r,  -t-  D2e 
(Thèse,  Chap.  IV,  p.  1 19). 


P.     RIVERE  W  . 


Vous  avons  également  trou> é  (  ibid.,  p.  \B  )  quelle  relation  devaienl 
vérifier  les  invariants  de  cette  équation  homogène  pour  qu'il  en  soii 
fiinsi.  Remarquons,  en  passant,  qu'on  peut  utiliser  ici  un  procédé  in- 
diqué par  M.  Appell  pour  rendre  une  équation  homogène  par  rapporl 
à  h  fonction  el  à  Bes  dérivées  (/oc.  cit.,  p.  388). 

Soit  X  un  facteur  constant  el  posons 


* 


A;. 


Km  éliminant  X entre  l'équation  transformée  el  sa  dérivée  par  rappôrj 
h  i .  Hun-  obtiendrons  une  équation  homogène.  Si  Ion  opère  ainsi  sur 

l'équation 

f  4-  <]>  =  o, 

on  aura  à  éliminer  X  entre  les  deux  équations 


?  + 

l-i 

0, 

rfcf 
da 

-+-X 

d.r  ~~ 

0, 

1* 

' 

•    il.i 

« 

on  obtient 
(i3) 


Si  l'équation  du  second  ordre  ^-j-^  =  o  admet  comme  intégrale 
générale  l'expression  (»2),  où  les  constantes  sont  liées  par  une  équa- 
tion linéaire  el  homogène,  L'équation  (i3)  aura  comme  intégrale  géné- 
rale cette  même  expression  ou  les  constantes  sont  arbitraires.  Or, 
de  ii2i.  par  dérivation  et  par  élimination  des  constantes,  on  lire  une 
équation  différentielle  homogène  du  troisième  ordre  et  du  second 
degré;  l'expression  (i3)  étant  du  troisième  degré  doit  se  décomposer 
en  un  produit  de  deux  facteurs.  C'est  ce  que  nous  avions  démontré 
d'une  autre  manière. 

Dans  le  cas  où  r/0  n'est  pas  nul,  si  l'intégrale  générale  de  l'équation 
esl 

C,  Ui  ■+•  C,/'-: 


y 


!),(-,  -hDac2 


w 


où  les  constantes  C,,C2,  D,,D2  sont  liées  par  une  relation  linéaire  et 
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homogène,  on  sera  ramené  au  cas  précédent  de  la  façon  suivante.  Si 
l'on  effectue  le  changement  de  fonction  et  de  variable 

/  =  Tj«(a?)-hP(a?),         ~  =  \L{x)} 

on  doit  pouvoir  déterminer  u  et  v  de  façon  à  annuler  a,,  y3  et  ô0.  En 
déterminant  [k  de  telle  sorte  que  y,  soit  aussi  nul,  on  obtiendra  une 
équation  de  la  forme 

2|3.,(r1"ri  -  a  Y]'2)  4-  2J33Yj'  7]  +  27,,?]"=  o. 

On  sait  ensuite  reconnaître  si  une  telle  équation  a  une  intégrale  géné- 
rale de  la  forme  (12)  et  la  trouver  quand  elle  existe  (Thèse,  p.  12")  >. 
Un  autre  type  d'équations  pour  lesquelles  l'invariant  A  est  égal 
à  —  4,  est  celui  dont  l'intégrale  générale  est 

(14)  V  = r 7~n 

Cette  expression  ne  renferme  que  deux  constantes  arbitraires^-'*  —-• 

De  plus,  on  peut,  sans  nuire  à  la  généralité,  supposer  «,  =  1.  Nous 
allons  chercher  quelles  relations  doivent  vérifier  les  invariants  de 
l'équation  canonique  dans  ce  cas.  L'équation  différentielle  dont  l'inté- 
grale est  (1 4)  s'obtient  en  éliminant  C1;C.,,C:1  entre  les  trois  équa- 
tions suivantes  : 

C,(p,  y  -  ut)-h  C,(t\,  y—  w,)  =  C„ 

C^i^y)'  -  u\)  +  C,\(r,y)'  -  t,'2\  =  o, 

(  :<  l(i\r)"  -  <]  +  cA(^y)"  -  «;]  =  °ï 

d'où 

[Ovr  >'  -  «Mx^yy  -  <J  -  K»*y)'  -<W  »&  >"  -  ",  I  =  »■• 

En  développant,  on  trouve 

^y'H^i^-  ^'^\)  +  y'(^'\<  —  ^i;d  +  y"y{^^\  -  ^  ) 
+x/[(,2<-  ^«!--f-  2(p>;~  p;«;)] 

-+-y(^2  M*  —  V>\  lC  -+-  U-,  V\  —  U{  v".,)  -h  u\  U"s  —  l([,  u'\  =  O. 


IU*  |  P.     HIVKllKM  . 

Identifions  avec  l'équation  canonique  {\  i),  nous  avons  d'abord 


|UII> 


\  =-4; 

p,Pj-     »^,       o,  r,/'l  -  r2//',  =  o, 


(  Jette  dernière  relation,  <mi  tenanl  compte  de 

v\u't—  i', u\  —  Patt"  --  r,  Mj, 
>c  transforme  m 

v%v\  —  r,  Pa  =  3r'(  it[,  —  Pj  //,  ; 

d'où,  m  résolvant  les  deux  équations  suivantes, 

v{  u2    -  i\,lt\  =  o, 


r2ct  —  (•,(', 


on  lire 


P.«.-  P9«.= 


",=   3'  "2=3 


Le  reste  de  l'identification  s'achève  facilement  et  Ton  trouve 

C  =  o,        D  =  --. 

9 
I  )<■  plus,  on  peut  considérer  v{  et  v2  comme  solutions  de  l'équation 

ç"  =  QLV, 

<mi  vertu  de  la  relation  p, v\  —  v.2v"t  =  o.  Alors  on  a 

B  =  2a. 

L'équation  considérée  sera  donc  intégrable  quand  on  saura  résoudre 
l'équation  différentielle  linéaire 

2P"—  By  =  o. 
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Car,  si  vf  et  v2  sont  deux  intégrales  particulières  de  cette  équation  li- 
néairement indépendantes,  on  posera 

u,  =  ~  f  p,  dX,         u2  =  -  l  v2  dX. 
L'équation 

-  4  Y  2  -+-  B Y2  +  2  Y"  Y  -f-  2 Y'  -  -  =  o 

9 
a  pour  intégrale 

y  __  £  C^tfX  +  Cj/^rfX  +  Ca 
~  3  GiVt+  C2f9 

En  donnant  à  B  la  valeur  2,  on  obtient  pour  l'équation 


l'intégrale 


2 Y'2  +  Y2  +  Y" Y  -+-  Y'-  -  =  o 

9 

Y_-  l  G.^+C^-^+Cs 


3       C{ex — C2e~y 


ce  qui  est  facile  à  vérifier. 

On  obtient  donc  ce  résultat  remarquable.  En  posanl 

1         0  u'  .du 

v  =  3  —         ou         m  =  -— , 
Y  //  aX 

l'équation  transformée  en  u  a  pour  intégrale  générale 

u  =  C,/p,  dX  -+-  C2/p2  dX  -f-  C.j. 

Cette  équation  n'est  donc  autre  que 

iu'"—Ku'=o. 

Les  équations  considérées  ont  donc  une  certaine  analogie  avec  l'équa- 
tion de  Riccati. 

13.   On  pourrait  ranger  dans  une  dernière  classe  les  équations  du 
second  ordre  et  du  second  degré  de  la  forme 

a.2y-  -+-  #.j'2-h  ib%y'y  -h  2c0y"-h  2c,  y'  -\-  ic.2y  -+-  d0  =  o. 

Joum.  de  Math.   (4?  série),  lome  VIII.  —  Fasc.  III,  1892.  «JD 
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<  >n  suppose  alors  r„  différent  de  zéro,  oe  qui  n  ïiaii  pas  nécessaire  dans 
les  cas  précédents.  En  posant 

^        rtt,(.r)  hi-(.c),         '(h        p(x), 

cette  équation  de^  ienl 

K,Y)'?  +  k4ï]*  +  ,?,rl/1    I-  -7^'  4-  2Y,Vj'H-  ■i-rq  -h  00=  o, 
ou 

(t.,  =  (t.JX-  ll\ 

a,  =  a,!*'1  4-  a4Ma-H  -2/>{t/  u, 

■j  [  il  ,11  h  ,11  |U. M, 

y,  =  '„(  MU.'  4-  2U.tt'  )  -f-<  OaV'+  />:,e  H-  ri  )"•", 

Ya  =(aa«'-H  Ô3«)p'-f-l  /':!  «'  +■  <l  -,  //)»-(-  r„ //"•+-  C,  M*  4-  ''_,//, 

S#=  asf's  4-  a4p*+  ?.A:,  i-'i-  -t-  ac0p*H-  ac,  p'h-  2cp  -h  rf0. 

Contentons-nous  d'indiquer  rapidement  comment  on  pourra  obte- 
nir une  équation  canonique  : 

i  "  Si  a .  est  différenl  de  zéro,  on  annulera  f$8,  V,  et  Ya«  Cela  suppose 
encore  ataA  —  &J  o.  Si  cette  quantité  était  nulle,  on  obtiendrait  une 
première  équation  réduite  en  annulant  (3,  et  Yu  y-i  serait  aussi  nul. 
Puis  on  égalerait  y..,  et  y*.  La  valeur  de  o„  montrerait  alors  comment 
on  pourrait  former  nue  équation  canonique. 

2"  Soit  ût2  =  o,  mais  b%  différenl  de  zéro.  On  annulera  «4  et  Yu  puis 
on  égalera  [3,  et  y0. 

i"  Si  f>3  étail  nul,  on  annulerait  y,  et  y.,  et  Ton  égalerait  a4  el  y„. 

11.  En  résumé,  pour  obtenir  une  équation  canonique,  nous  établis- 
sons certaines  relations  entre  les  coefficients  de  l'équation  transformée 
par  le  dhangemenl  de  fonction  et  de  variable, 

j* 
y.=y\u(x)+v(x)9         ~  =il(.,;). 


INVARIANTS    DE    QUELQUES     ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  2&% 

Ces  relations  fournissent,  pour  déterminer  e.  une  équation  du  premier 
degré  en  v.  Les  fonctions  u  et  \x  ont  été  déterminées,  soit  par  des  équa- 
tions différentielles  linéaires,  homogènes  et  du  premier  ordre,  soit  par 
des  équations  algébriques  binômes.  Dans  le  premier  cas,  les  invariants 
absolus,  coefficients  de  l'équation  canonique;  contiennent  des  expo- 
nentielles; dans  le  second,  ce  sont  des  fonctions  algébriques  des  eoel'li- 
cients  de  l'équation  différentielle  et  de  leurs  dérivées,  telles  que 
certaines  de  leurs  puissances  sont  des  fondions  rationnelles  de  ces 
coefficients. 

Pour  obtenir  l'équation  du  premier  degré  fournissant  la  valeur 
de  e,  nous  avons  réduit  l'équation  proposée  à  la  forme  la  plus  simple 
possible.  Nous  avons  considéré  le  plus  simple  des  coefficients  de  cette 
('([nation  réduite  qui  fût  de  la  forme 

M''U?(AV+-B). 

A  était  un  invariant  tel  que  l'on  eût,  suivant  la  notation  adoptée, 

Alors  l'expression  B,  vérifie  la  relation 

B(  =  f/L*«*+,(Ap+  B). 

Nous  avons  déterminé  v  de  façon  à  annuler  B,. 

Dans  d'autres  cas,  l'équation  réduite  ne  nous  a  fourni,  comme  coef- 
ficient le  plus  simple,  qu'une  expression  de  la  forme 

M'U*(xV'-HTfcV-+-e), 
i,  était  encore  un  invariant  tel  que 

■ifl>,  vérifiait  la  relation 

Db,  =  lLpUq^{  {xiî  -+-  ^>u). 
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Uors  l'expression  :,  jouissait  de  la  propriété  exprimée  par 

En  donnant  à  v  la  valeur  qui  annule  c,,  on  était  ramené  au  cas  précé- 
dent, c'est-à-dire  au  cas  d'une  équation  réduite  fournissant  un  coeffi- 
cient «le  la  forme 

MM  /(  \\  h-K). 

Il  va  tout  lieu  de  croire  que  oei  remarques  constituent  une  loi  géné- 
rale applicable  aux  équations  d'ordres  et  de  degrés  supérieurs.  On 
pourrait  donc,  dans  ions  les  cas,  à  l'aide  d'équations  réduites  succes- 
sives, déterminer  une  équation  canonique  dont  les  coefficients  seraient 
des  invariants  absolus,  soient  transcendants,  soient  algébriques  par 
rapport  aux  coefficients  de  l'équation  différentielle  considérée  <-i  à 
leurs  dérivées. 
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Commentaire  aux  principes  de  la   Thermodynamique  \ 
Par  M.   P.    DUHEM. 


INTRODUCTION. 

Toute  science  avance  comme  par  une  série  d'oscillations. 

A  certaines  époques,  on  discute  les  principes  de  la  science  ;  on  exa- 
mine les  hypothèses  qu'ils  supposent,  les  restrictions  auxquelles  ils 
sont  soumis.  Puis,  pour  un  temps,  ces  principes  semblent  bien  établis; 
alors  les  efforts  des  théoriciens  se  portent  vers  la  déduction  des  consé- 
quences; les  applications  se  multiplient,  les  vérifications  expérimen- 
tales deviennent  nombreuses  et  précises. 

Mais  ce  développement,  d'abord  rapide  et  facile,  devient  par  la  suite 
plus  lent  et  plus  pénible;  le  sol,  trop  cultivé,  s'appauvrit;  alors  surgis- 
sent des  obstacles,  que  les  principes  établis  ne  suffisent  pas  à  lever,  des 
contradictions  qu'ils  ne  parviennent  pas  à  résoudre,  des  problèmes 
qu'ils  sont  incapables  d'aborder.  A  ce  moment,  il  devient  nécessaire 
de  revenir  aux  fondements  sur  lesquels  repose  la  science,  d'examiner 
à  nouveau  leur  degré  de  solidité,  d'apprécier  exactement  ce  qu'ils  peu- 
vent porter  sans  se  dérober.  Ce  travail  fait,  il  sera  possible  d'édifier  de 
nouvelles  conséquences  de  la  théorie. 

Les  applications  de  la  Thermodynamique  ont  été  nombreuses  depuis 
trente  ans;  aussi,  de  l'aveu  de  tous  ceux  qu'intéresse  cette  science,  une 
revision  de  ces  principes  est  devenue  nécessaire.  C'est  l'essai  d'une 
semblable  revision  que  nous  soumettons  aujourd'hui  aux  lecteurs  du 
Journal  de  Mathématiques . 
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route  théorie  physique  repose  sur  un  certain  nombre  de  définitions 
«•i  d'hypothèses  qui  sont,  dans  une  certaine  mesure,  arbitraires;  il  est 
donc  permis  de  chercher  à  exposer  une  semblable  théorie  dans  un 
ordre  logique;  mais  prétendre  qu'on  lui  a  donné  le  seul  ordre  logique 
donl  elle  soit  susceptible  sérail  une  prétention  injustifiable.  Cette  pré- 
tention, nous  nous  garderons  bien  de  l'avoir.  Nous  sommes  convaincu 
que  l'on  peut  enchaîner  les  principes  de  la  Thermodynamique  d'une 
manière  autre  que  celle  que  nous  avons  adoptée  el  cependant  aussi  sa- 
tisfaisante, plus  satisfaisante  peut-être.  Nous  n'oserions  même  espérer 
qu'aucune  lacune  ne  subsiste  dans  l'enchaînement  que  nous  avons 
cherché  à  établir. 

Si  la  question  que  nous  axons  examinée  paraîl  plutôt  philosophique 
que  mathématique,  qu'il  nous  soit  permis  d'invoquer,  pour  justifier 
son  introduction  dans  ce  Journal,  l'intérêt  manifesté  tout  récemmenl 
encore,  par  u\\  analyste  illustre,  pour  les  recherches  <pii  concernent 
les  principes  de  la  Thermodynamique;  ce  sera  noire  excuse  auprès  des 
mathématiciens. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

l.i     PRINCIPE    DE    LA    CONSERVATION    DE    U 'ÉNERGIE 


CHAPITRE  l. 

DEFINI  T  I  o  N  S      P  II  K  L  I  M  [MAIRES. 


I.  Du  mouvement,  absolu.  —  Nous  supposerons  laites  la  (Jéomélrie 
et  la  Cinématique;  nous  emprunterons  à  ces  sciences  tous  les  résul- 
tais dont  nous  aurons  besoin. 

L'expérience  nous  permet  de  constater  si  deux  parties  de  la  matière 
se  sont  déplacées  l'une  par  rapport  à  l'autre,  en  sorte  que  la  notion  de 
mouvement  relatif est  une  notion  expérimentale;  c'est  de  celte  notion 
que  traite  la  Cinématique. 
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Mais  celle  notion  est  insuffisante  pour  l!objet  que  nous  nous  propo- 
sons de  traiter.  Les  hypothèses  que  nous  aurons  à  énoncer^  les  lois  que 
nous  aurons  à  formuler,  ne  feront  pas  intervenir  seulement  les  mouve- 
ments relatifs  des  différentes  parties  de  la  matière  les  unes  par  rapporl 
aux  autres.  Elles  feront  intervenir  les  mouvements  des  différentes  par- 
lies  de  la  matière  par  rapporl  à  un  certain  trièdre  de  référence  idéal. 
que  l'on  suppose  tracé  quelque  part.  11  arrivera  souvent  que  des  pro- 
positions qui  concernent  les  mouvements  relatifs  à  ce  Irièdre  de  réfé- 
rence particulier,  et  que  nous  regardons  connue  exactes,  deviendraienl 
manifestement  fausses  si  Ton  y  supposait  les  mouvements  rapportés  à 
un  autre  Irièdre  de  référence,  animé  par  rapporl  au  premier  d'un  mou- 
vement quelconque. 

Nous  donnerons  à  ce  Irièdre  particulier,  auquel  seront  rapportés 
tous  les  mouvements  dont  nous  parlerons,  le  nom  de  trièdre  absolu- 
ment fîxe;\es  axes  de  ce  trièdre  seront  les  axes  absolument  fixes: 
un  mouvement  rapporté  à  ce  trièdre  particulier  prendra  le  nom  de 
mouvement  absolu;  une  portion  de  matière  dontles  divers  points  ne 
seront  animés  d'aucun  mouvement  par  rapporta  ce  trièdre  sera  dite 
en  repos  absolu;  en  particulier,  un  Irièdre  immobile  par  rapport  au 
Irièdre  absolument  lixe  sera  un  nouveau  trièdre  absolument  fixe. 

î\ous  ne  pouvons  pas  juger  d'une  manière  indiscutable  si  un  trièdre 
donné  est,  ou  n'est  pas  absolument  fixe;  tout  jugement  à  cet  égard  est 
subordonné  à  la  croyance  en  la  légitimité  de  quelque  hypothèse.  Si  nous 
regardons  comme  exacte  nue  certaine  hypothèse  où  intervient  la  con- 
sidération des  mouvements  absolus,  et  si  celle  hypothèse,  appliquée 
aux  mouvements  relatifs  à  un  certain  Irièdre,  conduit  à  des  résultats 
inexacts,  nous  déclarons  (pie  ce  Irièdre  n'est  pas  absolument  lixe.  Mai- 
cette  conclusion  n'est  forcée  qu'autant  (pie  nous  tenons  à  conservei 
1  hypothèse  qui  nous  a  servi  de  critérium  ;  nous  serions  en  droit  de  re- 
garder comme  lixe  le  trièdre  dont  il  s'agit  si  nous  consentions  à  rejeter 
l'hypothèse; 

ii.  Des  corps  cl  des  mélanges  ou  combinaisons.  -  Nous  appelle- 
rons corps  un  espace  linéairement  connexe  rempli,  d'une  manière  con- 
tinue, par  une  certaine  partie  de  la  matière. 

Nous  ne  discuterons  pas  la  question  de  savoir  si  les  corps  sont  réel- 
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lemenl  continus,  ou  formés  de  parties  discontinues  très  petites  séparées 
l>;ir  des  intervalles  vides  également  très  petits. 

En  Physique,  il  nous  est  à  la  fois  impossible  el  inutile  de  connaître 
la  constitution  réelle  de  la  matière.  Nous  cherchons  simplement  à  con- 
cevoir un  système  abstrait  qui  nous  fournisse  une  image  des  propriétés 
des  corps.  Pour  construire  ce  système,  nous  sommes  libres  de  repré- 
senter un  corps  qui  nous  semble  continu  soit  par  une  distribution 
continue  de  matière  dans  un  certain  espace,  soil  par  mn  ensemble  dis- 
continu d'atomes  1res  petits.  Le  premier  mode  de  représentation  con- 
duisant, dans  loiiics  les  parties  de  la  Physique,  à  des  théories  plus 
simples,  plus  claires  el  plus  élégantes,  nous  L'adopterons  de  préférence 
au  second. 

Considérons  deux  corps  A,  II,  <pii,  à  un  certain  instant  /,  occupent 
des  espaces  a,  6,  n'ayant  aucune  partie  commune;  ces  deux  corps  ne 
sont  pas  toujours  et  forcément  distincts;  tes  parties  de  la  matière  qui 
les  forment  peuvent  à  un  instant  /',  distinct  de  /,  antérieur  ou  postérieur 
a  /.  fournir  un  corps  unique  (  ),  occupant  l'espace  r;  cela,  de  telle  façon 
que  tout  élément  dm  de  l'espace  c  renferme,  à  L'instant  /',  une  partie 
de  la  matière  qui,  à  l'instant  /,  forme  Le  corps  A,  et  aussi  une  partie  de 
la  matière  qui,  à  L'instant  /,  forme  le  corps  l>;  la  première  partie  occu- 
pant, à  L'instant  /,  un  certain  élément  de  volume  dv  de  l'espace  a\  la 
seconde  partie  occupant,  à  l'instant  /,  un  certain  élément  de  volume  dv' 
de  l'espace  b. 

Dans  le  cas  dont  nous  venons  de  parler,  on  dit.  que  le  corps  C 
résulte  soit  du  mélange,  soit  de  la  combinaison  des  deux  corps  A 
et  15. 

Beaucoup  de  physiciens  se  refusent  à  admettre  la  possibilité  de  la 
combinaison  ou  du  mélange  tel  que  nous  venons  de  le  définir.  Ils  re- 
gardent comme  impossible  cette  pénétration  intime  par  laquelle  la 
matière  qui  remplit  ebaque  élément  de  volume  du  corps  continu  C 
provient  de  L'union  entre  la  matière  que  renfermait  un  élément  de  vo- 
lume du  corps  continu  A  et  la  matière  que  renfermait  un  élément  de 
volume  du  corps  continu  B.  C'est  cette  impossibilité  qu'ils  nomment 
Y  impénétrabilité  de  la  matière 

Pour  ces  pbysiciens,  les  mots  mélange,  combinaison  ne  repré- 
sentent que  des  apparences.  Lorsque  nous  croyons  voir  les  deux  corps 
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A  et  B  s'unir  pour  former  un  nouveau  corps  G,  les  parties  extrême- 
ment petites  dont  l'ensemble  discontinu  constitue  chacun  de  ces  deux 
corps  demeurent,  en  réalité,  distinctes;  les  petites  parties  du  corps  A 
s'interposent  simplement  aux  petites  parties  du  corps  B,  sans  que  l'es- 
pace occupé  par  l'une  des  parties  du  corps  A  ait  aucun  domaine  com- 
mun avec  l'espace  occupé  par  l'une  des  parties  du  corps  B. 

Des  raisons  analogues  à  celles  qui  nous  ont  fait  regarder  comme 
continue  la  matière  qui  forme  un  corps  nous  conduisent  à  repousser 
cette  manière  de  concevoir  le  mélange  ou  la  combinaison  et  à  adopter 
la  définition  que  nous  avons  donnée  tout  à  l'heure. 

Considérons  un  corps  C,  formé  par  le  mélange  de  deux  corps  A  et  B. 
La  matière  qui,  à  l'instant  /,  remplit  l'élément  de  volume  dw  du 
corps  G  est  composée  d'une  partie  p  de  la  matière  qui  formait  le 
corps  A  et  d'une  partie  q  de  la  matière  qui  formait  le  corps  B.  A  un 
.ui Ire  instant  i ',  ces  deux  parties  p  et  q  ne  sont  pas  forcément  unies 
entre  elles  au  sein  d'un  même  élément  de  volume.  La  matière  qui 
constitue  la  partie/?  peut  remplir  un  élément  de  volume  da-',  où  elle 
est  soit  libre,  soit^unie  à  une  partie  q' ,  différente  de  q,  de  la  matière 
qui  formait  le  corps  B;  en  même  temps,  la  matière  qui  constitue  la 
partie  q  peut  remplir  un  autre  élément  de  volume  dw",  où  elle  est  soit 
libre,  soit  unie  à  une  partie  p",  différente  de  p,  de  la  matière  qui  for- 
mait le  corps  A. 

Ainsi,  lorsqu'un  corps  G  est  un  mélange  de  deux  corps,  la  matière 
qui  remplit  chaque  élément  de  volume  de  ce  corps  est  formée  par 
l'union  de  deux  parties  différentes,  et  ces  deux'  parties  peuvent  être 
diii niées  de  mouvements  différents;  en  sorte  qu'en  chaque  point  du 
mélange  il  peut  y  avoir  lieu  de  considérer  deux  vitesses  différentes, 
chacune  de  ces  vitesses  étant  relative  à  l'une  des  parties  du  mélange. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  d'un  mélange  de  deux  corps  s'en- 
tend  aussi  bien  d'un  mélange  d'un  nombre  quelconque  de  corps. 

5.  Du  corps  isolé  dans  V espace.  —  L'expérience  nous  montre 
que,  d'un  corps  donné,  nous  pouvons  éloigner  tous  les  corps  qui  l'en- 
vironnent à  un  instant  donné.  L'existence  de  ces  derniers  nous 
apparaît  donc  comme  n'ayant  aucune  liaison  nécessaire  avec  l'exis- 
tence du  premier.  Nous  arrivons  ainsi  à  concevoir  la  possibilité  de 
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l'existence  de  cecorps  isolé  dans  l'espace  inimité  en  ions  sens  el  abso- 
lument \  ide. 

(  lette  conception  du  corps  isolé  dans  un  espace  illimité  el  absolument 
vide  est  une  pure  abstraction.  Jamais  l'expérience  ne  nous  offre  un 
corps  qui  ne  >» »i i ,  de  toutes  parts,  contigu  à  d'autres  corps,  et  la  Phy- 
sique nous  conduit  à  ad  me  lire  que,  lors  même  que  nous  parviendrions 
à  enlever  ions  les  corps  solides,  liquides  ou  gazeux  que  nous  pouvons 
saisir  directement  ou  indirectement,  de  manière  à  faire  le  vide  phy- 
sique dans  l'espace  qui  environne  un  certain  corps,  cet  espace  serait 
encore  rempli  par  une  certaine  matière  que  Ton  nomme  Vét/ier.  C'est 
donc,  je  le  répète,  en  vertu  d'une  pure  abstraction  que  nous  pouvons 
concevoir  un  corps  comme  existant  seul  dans  l'espace.  Mais  je  ne  crois 
pas  qu'il  soii  possible  de  construire  la  Physique  sans  faire  usage  de 
celle  abstraction. 

i.  Des  variables  f/i/i  définissent  l'état  et  le  mouvement  d'un  sys- 
tème. —  Considérons  un  ensemble  de  corps  isolé  dans  L'espace.  Cet 
ensemble  de  corps  peut,  d'un  instant  à  l'autre,  changer  de  position, 
de  forme,  d'état,  etc.  <  )onsidérons-le  tel  qu'il  est  à  L'instant  /,  abstrac- 
tion faite  de  ce  qu'il  était  à  toul  instant  antérieur  à  /,  de  ce  qu'il  sera 
a  tout  instant  postérieur  à  /.  A  cet  instant  /,  il  possède  certaines  pro- 
priétés. Pour  représenter  ces  propriétés,  la  Physique  théorique  définit 
certaines  grandeurs  algébriques  el  géométriques,  puis  elle  établit 
entre  ces  grandeurs  d'>  relations  qui  sont  le  symbole  des  lois  phy- 
siques  auxquelles  le  système  esl  assujetti. 

Ces  grandeurs  peuvent  être  définies  de  laçons  très  diverses.  La 
Géométrie,  par  exemple,  nous  apprend  de  quelle  manière  on  peut, 
par  la  définition  de  certaines  grandeurs,  en  nombre  limité  ou  illimité, 
déterminer  la  forme  et  la  position  de  chacune  des  parties  matérielles 
qui  composent  le  système.  D'autres  grandeurs,  qui  en  représentent 
les  propriétés  physiques  et  chimiques,  sont  définies  au  cours  des  di- 
verses théories  dont  la  Physique  est  composée.  Dans  ce  Chapitre 
même,  nous  montrerons  comment  la  Physique  définit  une  de  ces  gran- 
deurs, particulièrement  importante,  la  température  ;  au  Chapitre  sui- 
vant, nous  en  rencontrerons  une  autre,  la  masse. 

Dans  l'étude  d'un  système,  on  peut  avoir  intérêt  à  considérer  en 
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même  temps  plusieurs  grandeurs  que  leur  définition  relie  les  unes  aux 
autres  :  ainsi,  on  peut  avoir  à  parler  de  la  masse  (()  d'un  corps,  de 
son  volume  et  de  sa  densité,  alors  que  par  définition,  la  densité  d'un 
corps  est  le  quotient  de  sa  masse  par  son  volume.  Ces  grandeurs,  re- 
liées les  unes  aux  autres  par  leur  définition  même,  ne  sont  pas  indé- 
pendantes. 

Des  grandeurs  qui  représentent  les  propriétés  d'un  système  à  un 
instant  donné  sont  indépendantes  si  la  définition  de  chacune  d'elles 
n'implique  aucune  relation  entre  la  valeur  de  celle-ci  à  l'instant  /  et  la 
valeur  de  chacune  des  autres  au  même  instant  t.  Ainsi  le  volume  et  la 
masse  d'un  corps  seront  deux  grandeurs  indépendantes.  De  même,  les 
composantes  du  flux  électrique  en  chaque  point  d'un  conducteur  et  la 
densité  électrique,  en  chaque  point  du  même  conducteur,  sont  des 
grandeurs  indépendantes;  sans  contredire  ni  à  la  définition  de  la  den- 
sité électrique,  ni  à  la  définition  du  flux  électrique,  on  peut,  à  l'in- 
stant t,  attribuer  des  valeurs  arbitraires  à  la  première  et  aux  trois 
composantes  du  second. 

Nous  avons  dit  que  plusieurs  grandeurs  étaient  indépendantes  si  la 
définition  de  chacune  d'elles  n'impliquait  aucune  relation  entre  la  va- 
leur de  celle-ci  à  l'instant  t  et  la  valeur  de  chacune  des  autres  au 
même  instant  t.  Mais,  tandis  que  les  valeurs  des  variables  indépen- 
dantes peuvent  toutes  être  choisies  arbitrairement  à  un  instant  isolé  /, 
dans  certains  cas,  il  ne  serait  pas  permis  de  choisir  arbitrairement 
leurs  valeurs  à  tous  les  instants  d'un  certain  intervalle  de  temps.  Ainsi, 
pour  l'instant  t,  considéré  isolément,  on  peut  choisir  arbitrairement 
la  densité  électrique  et  les  composantes  du  flux  électrique  en  chaque 
point  d'un  conducteur.  Mais  on  ne  pourrait,  sans  absurdité,  en  faire 
autant  à  tous  les  instants  de  l'intervalle  de  temps  (tt  —  t0).  En  effet, 
la  définition  même  du  flux  électrique  montre  que  si  l'on  connaît,  en 
tout  point  d'un  conducteur  :  i°  les  composantes  du  flux  électrique  à 
tout  instant  de  l'intervalle  de  temps  (/,  —  Z0);  i°  la  densité  électrique 
à  un  instant  particulier  de  l'intervalle  de  temps  (tt  —  t0),  la  valeur  de 


(  *  )  Il  est  bien  entendu  que,  pour  donner  des  exemptes,  nous  sommes  obligé 
d'anticiper,  puisque  aucune  grandeur  représentant  une  propriété  physique  n'a  été 
définie  dans  ce  qui  précède. 
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I.i  densité  électrique  csl  déterminée  à  tout  instanl  de  L'intervalle 
(  /,  /„ },  en  sorte  que  cette  valeur  ne  peul  plus  être  choisir  arbitrai- 
rement. 

Dans  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  faut  bien  observer  que, 
lorsque  nous  parlons  de  dépendance  entre  diverses  grandeurs,  nous 
n'entendons  jamais  parler  que  d'une  dépendance  résultanl  de  La  défi- 
niiion  de  ces  grandeurs  et  non  pas  <i  une  dépendance  résultant  d'une 
loi  physique;  en  sorte  que  des  grandeurs  logiquement  indépendantes 
peuvent  ne  pas  être  physiquement  indépendantes;  leur  donner  «les 
valeurs  arbitraires  est  une  opération  qui,  sans  être  absurde,  peut  être 
roii traire  aux  lois  naturelles. 

Parmi  Les  grandeurs,  indépendantes  ou  non,  qui  servenl  à  repré- 
senter un  système  à  un  instant  isolé  /,  il  en  est  «pic  leur  définition 
astreint  à  avoir  la  même  valeur  pour  un  système  donné,  quel  que  soit 
l'instant  que  L'on  considère  isolément.  Telle  est,  par  exemple,  la  masse 
du  système;  telle  est  encore  sa  charge  électrique  totale.  Il  en  est 
d'autres  qui  peuvent,  pour  un  même  s\slème  considéré,  à  des  instants 
différents,  avoir  des  valeurs  différentes.  On  dit  que  les  premières  déli- 
uisscnl  la  nature  du  système  et  que  les  secondes  en  définissent  VétaS. 

Considérons  Les  grandeurs  indépendantes  (pu  suffisent  à  représenter 
complètement  les  propriétés  d'un  système  à  L'instant  isolé  /.  Les  unes, 

\.  I> L,  définissent  la  nature  du  système;  les  autres,  7.,  [i X, 

définissent  son  état. 

Si  l'on  conserve  aux  quantités  A,  15,  . . .,  L  leurs  valeurs  et  si  Ton 

donne  aux  variables  *,  $ X  d'autres  valeurs  a',  (i',  . ..,  V,  on  aura 

la  représentation  d'un  autre  étal  du  même  système. 

Imaginons  ainsi  une  suite  continue  d'états  différents  du  système, 
c'est-à-dire  une  suite  continue  de  groupes  de  valeurs  des  quantités  a, 
;:,  ...,X.  Fixons  successivement  notre  attention  sur  ces  divers  états, 
dans  l'ordre  qui  permet  de  passer  d'une  manière  continue  de  l'un  à 
L'autre.  Pour  désigner  cette  opération  tout  intellectuelle,  nous  dirons 
que  nous  imposons  au  système  une  modification  virtuelle. 

Toute  modification  réalisable  d'un  système  correspond  à  des  varia- 
Lions  des  quantités  a,  (ii,  .. .,  A  compatibles  avec  les  définitions  de  ces 
quantités;  la  suite  des  états  par  laquelle  elle  fait  passer  le  système 
constitue  donc  une  modification  virtuelle  du  système. 
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Inversement,  une  modification  virtuelle  peut-elle  toujours  être  re- 
gardée comme  la  suite  des  états  qu'un  système  traverse  durant  une 
modification  réelle?  Si  l'on  se  souvient  que  les  variables  a,  (3,  — >.. 
laissées  arbitraires  par  leurs  définitions,  peuvent  être  liées  les  unes 
aux  autres  par  des  lois  physiques,  on  voit  qu'une  modification  virtuelle, 
bien  que  compatible  avec  les  définitions  des  variables  propres  à  repré- 
senter les  divers  états  du  système,  peut  être  en  opposition  avec  cer- 
taines lois  physiques,  et, par  conséquent,  être  physiquement  irréalisable. 

Il  y  a  plus  :  les  valeurs  qu'on  peut  attribuer  aux  variables  a,  [3,  ... ,  X, 
à  un  instant  isolé  /,  sont  arbitraires;  mais  il  n'en  est  plus  toujours  de 
même  des  valeurs  qu'on  peut  attribuer  à  ces  variables  aux  divers 
instants  d'un  certain  intervalle  de  temps;  si  donc  on  regarde;  la  suite 
de  groupes  de  valeurs  de  a,  (3,  . ..,  X,  qui  représentent  les  divers  états 
du  système  durant  une  modification  virtuelle,  comme  une  suite  d'états 
qui  se  succèdent  durant  un  certain  intervalle  de  temps,  on  pourra  forl 
bien  se  heurter  à  une  contradiction  avec  la  définition  des  variables  a, 
(3,  . . .,  X.  Si,  par  exemple,  dans  la  modification  virtuelle  que  l'on  con- 
sidère, on  suppose  qu'un  conducteur  est  parcouru  par  des  courants 
non  uniformes,  et  si,  d'autre  part,  on  regarde  la  densité  électrique  en 
chaque  point  comme  invariable,  on  obtient  une  suite  continue  d'étals 
dont  la  succession  dans  le  temps  serait  contradictoire  avec  la  défini- 
tion du  flux  électrique.  Ainsi  les  définitions  mêmes  des  variables  a, 
[3,  .  ..,X  peuvent  suffire  à  rendre  certaines  modifications  virtuelles 
irréalisables. 

Nous  avons  dit  que  les  constantes  A,  B,  . . .,  L  et  les  variables  a, 
j3,  . . .,  X  représentaient  les  propriétés  physiques  du  système  considéré 
à  l'instant  t,  abstraction  faite  des  propriétés  du  système  aux  instants 
qui  précèdent  ou  qui  suivent  /.  Or  la  considération  d'un  système  à  un 
instant  isolé,  abstraction  faite  des  instants  qui  ont  précédé  celui-là  ou 
qui  le  suivent,  ne  saurait  permettre  de  reconnaître  si  le  corps  est  en 
repos  ou  en  mouvement.  Le  mot  mouvement  ne  prend  de  sens  pour 
un  système  qu'autant  que  l'on  envisage  ce  système  pendant  un  certain 
laps  de  temps,  si  court  soit-il.  Par  conséquent,  les  valeurs  des  quanti- 
tés a,  [3,  . . .,  X,  nécessaires  et  suffisantes  pour  représenter  les  propriétés 
du  système  à  l'instant  isolé  /,  ne  suffiront  pas,  en  général,  à  nous  indi- 
quer si  le  système  est  en  mouvement  et  quel  est  ce  mouvement. 


- 
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Nous  dirons  que  A'  mouvement  du  système  à  l'instant  lest  défini 
-i  l'on  connaît  non  seulement  l'état  du  système  à  cet  instant,  mais 
encore  la  grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse  dont  est  animée  la  ma- 
tière remplissant  chacun  des  éléments  de  volume  du  système  ;  dans  le 

-  où  un  élément  de  volume  serait  rempli  parmi  mélange  de  plusieurs 
substances,  il  faudrait  connaître  la  vitesse  animant  chacune  des  parties 
de  matière  <pii  composent  ce  mélange. 

(  Considérons  une  partie  infiniment  petite  de  la  matière  qui  forme  un 
système.  Les  coordonnées  '\i\  *}  <pii,  à  l'instant  /,  marquent  la  po- 
sition d'un  de  Bes  points  par  rapport  au  trièdre  absolument  fixe,  sont 
connues  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  des  variables  a,  (3,  ...,X,  à  cei 
instant  :  en  effet,  ces  variables  connues,  on  doit  connaître  la  forme,  la 
position  <•!  les  propriétés  que  possèdent,  à  l'instant  /,  toutes  les  parties 
du  système.  Nous  devons  donc  avoir,  pour  déterminer  a?, y,*,  des 
équations  de  la  forme 

*  =  9(*,p A), 

jr  =  <K«,P,...,X), 

(  *  =  x(a>P»  •-.■»*); 


i  i  sonl  trois  fonctions  donl  la  forme  dépend  de  la  nature  du  sys- 
tème, et  aussi  de  la  particule  matérielle  considérée.  Ces  relations  ne 
dépendent  pas  explicitement  du  temps  /.  car  si,  à  deux  instants  diffé- 
rents, /  et  /.  les  variables  oc,  3,...,  a  reprennent  les  mêmes  valeurs, 
comme  ces  variables  suffisent  à  déterminer  l'état  du  système,  le  sys- 
tè redeviendra  identique  à  lui-même,  et  les  coordonnées  a?,  y,  z  re- 
prendront les  mêmes  valeurs. 

!  )e>  équations  (i  ),  on  déduit  les  égalités 


dx 
dt 

dy  di       i)j  dp 

11  di  di  +  dj  di  +  " 

do  dl 

'  "^  dl  dt 

dy 

d'I  dt        dit  dp 

~  Tt  di  "*~  dj  di  +'" 

d<\>  dl 

'^Tldi 

dz 
dt 

dy  c/a          dy  dri 
"ih  dt  ^~ "di  dt  + '  • 

h  dl 
'  +  dl  dt 

I  les  égalités  (2)  nous  montrent  que  les  composantes  de  la  vitesse 
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d'une  partie  élémentaire  quelconque  du  système  sont  des  fonctions  li- 

,  ,  ,     da    db  d\    r,        P  .  ,  ,  , 

neaires  et  homogènes  de  -r-,  ■—,  •••,  —r>  Ces  lonctions  dépendent,  en 

outre,  d'une  manière  quelconque  des  variables  a,  (3,  . . .,  X. 

Ainsi,  pour  définir  le  mouvement  du  système  à  l'instant  t,  il  est 

suffisant  d'adjoindre  aux  valeurs  de   a,  (3,  ...,  X  les   valeurs  de-^3 
-£j  •  •  •»  —  •  Cela  est-il  en  même  temps  nécessaire  . 

dl  dt  L 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  toutes  les  quantités  a,  [3,  . . .,  A  ne  fi- 
gurent pas  dans  les  équations  (i),  ni,  par  conséquent,  toutes  les  quan- 
tités ~,  f-j-,  '""'777'  ^ans  ^es  équations  (2).  Nous  aurons  parfois  à 
distinguer  celles  des  quantités  a,  [3,  . . .,  X  qui  figurent  dans  les  équa- 
tions (1)  de  celles  qui  n'y  figurent  pas;  nous  conserverons  pour  les 
premières  lettres  a,  [3,  . ..,  A,  et,  pour  les  secondes,  nous  adopterons 
les  lettres  a}  b,  . . .,  I. 

Nous  dirons  qu'un  système  isolé  est  en  repos  lorsque  la  matière 
qui  le  compose  est  immobile,  son  état  pouvant  d'ailleurs  subir  avec  le 
temps  des  variations  qui  laissent  dans  la  même  position  chacune  des 
parties  qui  le  composent.  Pour  un  pareil  système,  les  quantités  a. 
(3,  . . .,  X  gardent  des  valeurs  indépendantes  du  temps,  les  quantités  a, 
/>,...,/,  pouvant  d'ailleurs  subir  avec  le  temps  des  variations  quel- 
conques. 

Nous  dirons  qu'un  système  isolé  est  en  équilibre  si  son  état  ne  varie 
pas  avec  le  temps.  Pour  un  système  en  équilibre,  les  quantités  a, 
b,  ...,/,  aussi  bien  que  les  quantités  a,  (3,  . . .,  X,  ont  des  valeurs  indé- 
pendantes du  temps. 

Imaginons  qu'un  système  parte  d'un  certain  état  caractérisé  par 
certaines  valeurs  déterminées  des  variables  a,  (3, .. .,  X,  et  par  une  cer- 
taine vitesse  bien  déterminée  de  chacune  des  parties  matérielles  infi- 
niment petites  en  lesquelles  on  peut  le  supposer  divisé;  que  ce  système 
subisse  une  série  plus  ou  moins  considérable  de  modifications;  qu'enfin, 
au  bout  d'un  certain  temps,  il  soit  ramené  à  un  état  identique  à  létal 
initial,  c'est-à-dire  à  un  état  où  les  variables  a,  (3,  . . .,  X  ont  les  mêmes 
valeurs  que  dans  l'état  initial,  où  la  vitesse  de  chaque  partie  élémen- 
taire est  la  même  que  dans  l'état  initial.  La  série  de  transformai  ions 
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subie  par  le  système  prendra  le  nom  de  cycle  fermé.  Nous  aurons  très 
souvent  'iccasi.ni.  au  cours  de  ce  travail,  de  considérer  de  semblables 
1 1  ansformations. 

Il  est  entendu  que,  lorsqu'un  svstème  su I > ï i  une  transformation  quel- 
conque,  la  \  itesse  «le  chacune  des  parties  élémentaires  en  lesquelles  on 
peu!  le  supposer  divisé  varie  avec  le  temps  d'une  manière  continue. 

Dans  la  plupart  des  considérations  précédentes,  nous  avons  supposé 
l'état  du  système  défini  par  l«'s  valeurs  d'un  nombre  limité  dé  para- 
mètres variables,  t  >n  s'aperçoit  aisément  que  cette  hypothèse  a  pour 
Inii  unique  de  simplifier  le  langage,  mais  que  tout  ce  que  nous  avons 
ihi  s'étend  sans  peine  aux  systèmes  dont  la  définition  exigerait  la  con- 
naissance d'une  infinité  de  paramètres  variables. 


.  Des  systèmes  indépendants.  —  Considérons  un  système  de 
corps  S.  isolé  dans  l'espace,  et  soient  a,  [:>,...,  a  les  variables  qui,  à 
chaque  instant  isolé  /,  déterminent  complètement  son  état. 

Supposons  ([ne  le--  corps  qui  forment  ce  système  puissent  se  parta- 
ger en  deux  groupes  S, .  S,. 

Supposons,  en  outre,  que  les  variables  a,  (3 X  puissent  se  parta- 
ger en  deux  groupes  x, ,3, X,  el  x ,,  fl, X2,  jouissant  des  pro- 
priétés suivantes  : 

i"  Rien,  dans  la  définition  des  variables  «,,p,,  ...,Xn  ne  suppose 
l'existence  ou  les  propriétés  du  groupe  de  corps  S.,  ou  des  variables  x,, 
...A,: 

■?"  Rien,  dans  la  définition  des  variables  aa,  [32,  . . .,  a,,  ne  suppose 
l'existence  ou  les  propriétés  du  groupe  de  corps  S,  ou  des  varia  h  les  x,, 

.  .  .  A ,  . 

Si  ces  conditions  sont  réalisées,  on  pourra  supposer  que  le  groupe 
de  corps  S,  est  isolé  dans  l'espace,  el  que,  à  chaque  instant  d'un  cer- 
tain laps  de  temps,  les  variables  k,,{$, X,  ont,  pour  ce  groupe 

isolé.  (\c^  valeurs  identiques  à  celles  qu'elles  auraient,  à  l'instant  cor- 
respondant d'un  laps  de  temps  égal,  au  sein  du  système  S.  Cette  hypo- 
thèse  ne  contredira  en  rien  la  définition  des  variables  x,,  ftt,  . . .,  A,. 

De  même,  on  pourra  supposer  que  le  groupe  de  corps  S2  est  isolé 
dans  l'espace,  et  que,  à  chaque  instant  d'un  certain  laps  de  temps,  les 
variables  x2,  [32 a2  ont,  pour  ce  groupe  isolé,  des  valeurs  iden- 
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tiques  à  celles  qu'elles  auraient,  à  l'instant  correspondant  d'un  laps  de 
temps  égal,  au  sein  du  système  S.  Cette  hypothèse  ne  contredira  en 
rien  la  définition  des  variables  a2,  ($2,  . . .,  ~k2. 

D'ailleurs,  les  deux  hypothèses  que  nous  venons  d'indiquer,  tout  en 
ne  contredisant  pas  la  définition  des  groupes  de  variables  a,,  (Jn  . . .,  A, 
et  a2,  ^2,  . . .,  A2,  peuvent  être  en  opposition  avec  certaines  lois  expé- 
rimentales. 

Lorsque  deux  groupes  de  corps,  S,  et  S2,  satisferont  aux  conditions 
que  nous  avons  énumérées,  nous  dirons  que  ces  deux  groupes  consti- 
tuent deux  systèmes  matériels  susceptibles  d'exister  indépendam- 
ment l'un  de  l'autre,  ou,  sous  une  forme  plus  concise,  deux  systèmes 
indépendants. 

Remarquons  que,  dans  ce  cas,  les  variables  a,,  (3,,  . ..,  A,  suffisent 
évidemment  à  fixer  l'état  du  système  S,,  sans  rien  indiquer  relative- 
ment à  l'état  du  système  S2,  et  que,  inversement,  les  variables  a2, 
J32,  . . .,  X2  suffisent  à  fixer  l'état  du  système  S2,  sans  rien  indiquer  rela- 
tivement à  l'état  du  système  S,.  Ainsi,  lorsque  deux  systèmes  sont 
indépendants  l'un  de  l'autre,  il  est  possible  d'isoler  chacun  d'eux 
de  Vautre  sans  changer  son  état;  dans  cet  énoncé,  répétons-le,  le 
mot  possible  désigne  une  opération  qui  n'est  pas  en  contradiction  avec 
les  définitions,  mais  pas  nécessairement  une  opération  conforme  aux 
lois  physiques. 

Eclaircissons  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  par  quelques  exemples  : 

i°  Le  système  S  est  un  corps  dont  nous  regardons  l'état  comme 
défini  lorsque  nous  connaissons  la  position,  la  densité  et  la  tempéra- 
ture de  chacune  des  parties  matérielles  infiniment  petites  qui  le  com- 
posent. 

Sans  contredire  aux  définitions  de  la  température  et  de  la  densité, 
nous  pouvons,  après  avoir  divisé  le  corps  en  deux  parties  S,,  S2,  sup- 
primer par  la  pensée  la  partie  S2  et  garder  la  partie  S,  isolée  dans 
l'espace,  en  conservant  à  chacune  des  parties  matérielles  infiniment 
petites  qui  la  composent,  la  position,  la  densité  et  la  température 
qu'elle  aurait  eues,  au  même  instant,  dans  le  système  S;  nous  pouvons 
aussi  supprimer  par  la  pensée  la  partie  S,  et  garder  la  partie  S2  isolée 
dans  l'espace,  en  conservant  à  chacune  des  parties  matérielles  infini- 
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mont  petites  qui  la  composent,  La  position,  la  densité  el  la  tempéra- 
ture qu'elle  aurait  eues,  au  même  instant  dans  le  Bystè-me  S. 

Dans  ce  ras,  qui  a  une  grande  importance,  1« -s  deux  systèmes  S,,  S* 
sonl  indépendants. 

Le  système  S  rsi  formé  d'un  corps  conducteur  qui  porte  cer- 
taines charges  électriques.  La  définition  de  ces  charges  exige  que  la 
somme  des  charges  réparties  sur  le  conducteur  S  demeure  constante 
pendant  le  laps  de  temps  que  L'on  considère;  mais,  si  Ton  regarde  ce 
conducteur  S  comme  formé  de  deux  parties  contiguës  S,,  S.,,  la 
somme  des  charges  réparties  sur  la  portion  S,  pourra  fort  bien  varier 
d'un  moment  à  L'autre,  el  aussi  la  somme  des  charges  réparties  sur  la 
portion  S... 

Supposons  maintenant  «pic,  pendant  un  certain  Laps  de  temps,  nous 
considérions  la  partie  Sa  comme  supprimée  et  La  partie  S,  comme 
isolée  dans  l'espace.  Pourrons-nous,  à  chaque  instant  de  ce  laps  de 
temps,  imaginer  sur  cette  partie  S,  une  distribution  électrique  iden- 
tique à  cette  qu'elle  porterait  au  même  instant,  si  elle  était  incorporée 
dans  Le  système  S?  Von,  car,  nous  venons  de  le  remarquer,  cette  dis- 
trihuiiou  donnera,  en  général,  une  valeur  variable  d'un  instant  à 
l'autre  pour  la  quantité  totale  d'électricité  que  porte  S,;  or  le  con- 
ducteur S,,  isolé  dans  l'espace,  doit,  d'après  la  définition  des  charges 
électriques,  porter  une  charge  électrique  totale  invariable. 

Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  venons  d'analyser,  les  deux  corps  Sn  Sa 
ne  forment  pas  deux  systèmes  indépendants). 

3°  Le  système  S  est  formé  d'un  corps  conducteur  qui  porte  cer- 
taines charges  électriques  et  est  parcouru  par  certains  courants.  Pour 
fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  ces  courants  sonl  uniformes.  La 
distribution  électrique  est  alors  invariable,  tant  à  la  surface  du  con- 
ducteur S  qu'à  l'intérieur,  pendant  le  laps  de  temps  que  Ton  con- 
sidère. 

Par  une  surface  u,  coupons  le  conducteur  S  en  deux  parties,  S,,  S3. 
Pouvons-nous  supprimer  par  la  pensée  la  partie  S2,  regarder  la 
partie  S,  comme  isolée  dans  L'espace,  et  y  conserver,  pendant  tout  le 
laps  de  temps  que  nous  considérons,  une  distribution  de  courants  et 
de  charges  identiques  à  celle  qui  régnait  dans  cette  partie  S,   lors- 
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qu'elle  était  incorporée  dans  le  conducteur  S?  Evidemment  non,  car, 
dans  le  conducteur  S,  les  divers  points  de  la  surface  a  portaient  une 
électrisation  invariable,  tandis  que,  si  la  partie  S,  est  isolée  dans  l'es- 
pace, les  courants  qui  la  traversent  feront  varier  d'un  instant  à  l'autre 
l'électrisation  de  la  surface  a. 

Dans  ce  cas  encore,  les  deux  corps  S,,  S;,  ne  sont  pas  des  systèmes 
indépendants. 

Il  faut  bien  observer  qu'en  disant  que  deux  corps  S,,  S2  ne  forment 
pas  deux  systèmes  indépendants,  nous  ne  voulons  pas  dire  que  chacun 
de  ces  deux  corps  ne  saurait  être  conçu  comme  isolé  dans  l'espace; 
nous  admettons,  au  contraire,  qu'un  corps  peut  toujours,  par  la 
pensée,  être  isolé  dans  l'espace  [voir  n°  5).  Nous  voulons  dire  qu'on 
ne  peut  pas  admettre  que  chacun  d'eux,  isolé  dans  l'espace,  conserve, 
à  chaque  instant  d'un  laps  de  temps,  l'état  qu'il  présenterait  au  même 
instant  s'il  était  incorporé  au  système  total. 

Ainsi,  dans  les  deux  derniers  exemples,  le  corps  S,  peut  être  couru 
comme  isolé  dans  l'espace;  mais  ce  qui  est  contradictoire,  c'est  de  lui 
attribuer  alors,  pendant  un  certain  temps,  la  distribution  de  charges 
électriques  et  de  courants  qu'il  porterait  pendant  le  même  temps  s'il 
('•tait  uni  au  corps  S2,  pour  former  le  système  S. 

La  Physique  ne  saurait,  sans  excéder  le  domaine  où  ses  méthodes 
s'appliquent  légitimement,  décider  si  l'univers  est  ou  non  limité.  Mais, 
dans  toute  question  de  Physique,  on  peut  raisonner  comme  si  l'uni- 
vers était  formé  d'un  certain  nombre  de  corps  enclos  dans  une  surface 
fermée  d'étendue.  On  admet,  en  effet,  que,  dans  l'étude  d'un  groupe 
de  corps,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  considérer  comme  n'existant 
pas  tous  les  corps  dont  la  distance  à  ceux-là  surpasse  une  certaine 
limite. 

Considérons  donc  cette  partie  très  grande,  mais  limitée,  de  l'uni- 
vers dont  il  est  nécessaire  de  tenir  compte  lorsqu'on  veut  étudier  un 
groupe  de  corps  déterminé  S,  ;  soit  S  cette  partie  de  l'univers;  soit  S2 
ce  qui  reste  de  S  lorsqu'on  en  a  retranché  S,.  Si  les  deux  groupes  de 
corps  S,,  S;,  forment  deux  systèmes  indépendants,  nous  dirons  que 
le  groupe  S,  forme  un  système  matériel.  C'est  toujours  dans  ce  sens 
bien  défini  que  nous  emploierons  le  mot  système  matériel. 

A  un  semblable  système,  nous  pourrons  étendre  sans  les  modifier 
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les  définitions  des  mois  repos  el  équilibre,  que  nous  avons  données, 
à  la  lin  du  n°  l,  pour  un  système  isolé. 

(».  De  lu  température.  Parmi  les  variables  servanl  à  définir  l'étal 
d'un  système,  il  en  esl  une  dont  le  rôle,  au  cours  du  présenl  travail, 
aura  une  importance  toute  particulière;  cette  variable,  c'est  la  tempé- 
rature. Nous  allons,  dès  maintenant,  montrer  commenl  cette  variable 
peut  être  définie.  Cette  étude  aura  d'ailleurs  L'avantage  de  nous  mon- 
trer de  quelle  manière  le  physicien  l'ail  correspondre  certaines  gran- 
deurs aux  propriétés  physiques  d'un  système. 

\  is  organes  nous  donnenl  la  sensation  de  corps  chaud  et  de  corps 

ni .  de  corps  plus  chauds  ou  plus  froids  les  uns  que  les  autres.  Cette 
sensation  de  chaleur  on  de  froid,  de  chaleur  plus  ou  moins  grande  ou 
de  froid  plus  ou  moins  intense,  nous  la  regardons  comme  le  signe 
(Tune  certaine  propriété  «pie  possèdent  les  corps,  ci  qu'ils  possèdent  à 
un  degré  plus  ou  moins  élevé;  nous  admettons  qu'un  corps  est  chaud, 
qu'il  est  plus  on  moins  chaud  qu'un  autre,  qu'il  est  froid  s'il  est  moins 
chaud  que  notre  corps. 

(  lette  propriété  des  corps  que  nous  caractérisons  par  les  mots  :  être 
chaud,  être  froid,  être  plus  ou  moins  chaud,  notre  faculté  d'abstrac- 
tion ne  tarde  pas  à  lui  attribuer  des  caractères  (pie  la  sensation  ne 
nous  marque  pas. 

Nous  ne  pouvons  comparer  entre  eux  le  degré  de  chaleur  des  corps 
qu'autant  que  ces  corps  ne  sonl  ni  trop  chauds,  ni  trop  froids;  au  delà 
d'une  certaine  limite,  dans  un  sens  comme  dans  l'autre,  nos  organes 
seraient  lésés  ou  détruits;  nous  concevons  néanmoins  qu'au  delà  de 
ces  limites  les  corps  continuent  à  être  plus  ou  moins  chauds  les  uns 
que  les  autres. 

En  comparant  nos  sensations  à  celles  de  nos  semblables,  nous 
voyons  (pie,  parfois,  nous  trouvons  inégalement  chauds  deux  corps 
qu'un  autre  trouve  également  chauds  ou  inversement;  nous  sommes 
ainsi  conduit  à  admettre  que  la  sensibilité  de  nos  organes  est  limitée 
el  que,  sans  être  identiques,  les  degrés  de  chaleur  de  deux  corps  peu- 
vent  être  assez  peu  dissemblables  pour  que  nous  ne  puissions  les  dis- 
tinguer. 

Un  corps  chaud  ne  peut  influer  sur  nos  organes  que  par  la  partie  de 
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sa  surface  qui  est  en  contact  avec  ces  organes,  et  cette  surface  a  tou- 
jours une  certaine  étendue;  le  temps  pendant  lequel  nous  touchons 
cette  surface  a  toujours  une  certaine  durée;  néanmoins,  nous  admet- 
tons que  le  caractère  d'être  chaud  appartient  aussi  bien  aux  parties 
qui  sont  à  l'intérieur  du  corps  qu'aux  parties  voisines  de  la  sur- 
face ;  qu'il  appartient  en  propre  à  chaque  partie  infiniment  petite 
en  lesquelles  le  corps  peut  être  censé  décomposé  et  à  chaque  mo- 
ment infiniment  petit  de  la  durée;  qu'à  un  même  instant,  il  varie 
d'un  point  à  l'autre;  qu'en  un  même  point,  il  varie  d'un  instant  à 
l'autre. 

Les  observations  les  plus  vulgaires  nous  montrent  que,  dans  la  phi- 
part  des  cas,  lorsqu'un  corps  chaud  est  mis  en  présence  d'un  corps 
froid,  le  corps  froid  s'échauffe  et  le  corps  chaud  se  refroidit;  généra- 
lisant cette  observation,  nous  admettons  comme  exacte  la  loi  sui- 
vante : 

Pour  qu'un  système  isole  (')  soit  en  équilibre,  il  est  nécessaire 
que  toutes  les  parties  matérielles  qui  composent  ce  système  soient 
également  chaudes. 

Cette  loi  nous  amène  à  corriger  de  nouveau  les  données  de  nos  sen- 
sations. L'expérience  nous  apprend,  en  effet,  que,  dans  certains  sys- 
tèmes que  nous  regardons  comme  étant  en  équilibre,  diverses  parties 
peuvent  nous  paraître  très  inégalement  chaudes;  par  exemple,  un 
morceau  d'acier  et  un  morceau  de  bois,  dont  l'ensemble  est  en  équi- 


té) Il  faut  bien  remarquer  que  cette  loi  n'est  exacte  qu'autant  que  le  système 
auquel  on  l'applique  est  isolé.  Une  barre  métallique  dont  une  extrémité  plonge 
dans  la  vapeur  d'eau  bouillante,  et  l'autre  dans  la  glace  fondante  est  en  équi- 
libre lorsque  le  régime  permanent  des  flux  de  chaleur  est  établi.  Cependant  les 
divers  points  de  cette  barre  sont  inégalement  échauffes.  Mais  cette  barre  ne 
forme  pas  un  système  isolé.  Si  l'on  voulait  l'incorporer  dans  un  système  isolé, 
celui-ci  contiendrait,  en  même  temps  qu'elle,  l'eau  bouillante  et  la  glace  fon- 
dante, qui  ne  sont  pas  en  équilibre.  Une  observation  analogue  s'appliquerait  à 
l'état  d'équilibre  auquel  parvient  une  chaîne  thermo-électrique  lorsque  le 
régime  permanent  est  établi,  tant  pour  les  flux  de  chaleur  que  pour  les  flux 
électriques. 
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libre,  nous  font  «'prou  mm-  des  sensations  de  clia  Ici  m-  1res  inégales;  nous 
continuons  cependant  à  les  regarder  comme  étant  également  chauds 
en  réalité;  et  nous  admettons  que  nos  sensations  na  nous  renseignent 
pas  toujours  exactement  sur  le  degré  de  chaleur  des  corps. 

Ces  mots  être  chaud  correspondent  donc  à  une  propriété  de  cha- 
cune des  parties  infiniment  petites  en  lesquelles  les  corps  peuvent  être 
censés  divisés.  Qu'est  eu  soi  cette  propriété?  Est-elle  réductible,  par 
sa  nature  même,  en  éléments  quantitatifs  ?  Ce  sont  des  questions  que 
h  Physique  n'a  pas  à  résoudre.  Tette  que  nous  la  concevons,  cette 
propriété  n'est  pas  quantitative.  Elle  nous  apparaît  comme  suscep- 
tible d'être  reproduite  identique  à  elle-même,  d'être  augmentée  ou 
diminuée,  mais  non  connue  susceptible  d'addition. 

Mais  à  cette  propriété  non  quantitative  nous  pouvons  faire  corres- 
pondre une  grandeur  algébrique  qui,  sans  (noir  mec  elle  aucune  re- 
lation de  nature,  en  sera  la  représentation. 

Nous  pouvons,  en  effet,  concevoir  l'existence  d'une  grandeur  qui 
satisfasse  aux  conditions  suivantes  : 

i"  En  chaque  point  d'un  corps  quelconque,  celte  grandeurs  une 
valeur  déterminée  ; 

2°  En  deux  points  également  chauds,  elle  a  la  même  valeur; 

1"  En  deux  points  inégalement  chauds,  elle  a  des  valeurs  diffé- 
rentes, la  plus  grande  valeur  correspondant  au  point  le  plus  chaud  ; 

i  Si  deux  points  t.-ndent  à  devenir  également  chauds,  les  valeurs 
de  la  grandeur  considérée  qui  leur  correspondent  tendent  vers  une 
même  limite. 

On  voit  «pie,  si  Ton  connaissait  les  valeurs  prises  par  une  semblable 
grandeur  aux  divers  points  d'un  ensemble  de  corps,  on  saurait  tou- 
jours exactement  si  le  degré  de  chaleur  varie  d'une  partie  à  l'autre  de 
cet  ensemble,  et  dans  quel  sens  il  varie. 

Cette  grandeur,  dont  les  diverses  valeurs  servent,  non  pas  à  mesu- 
rer (ce  qui,  d'après  ce  qui  précède,  n'aurait  aucun  sens),  mais  à  repé- 
rer les  divers  degrés  de  chaleur,  sera  nommée  température. 

La  définition  de  la  température  laisse  arbitraire,  à  un  haut  degré, 
le  choix  de  cette  grandeur.  Imaginons,  en  effet,  que  l'on  ait,  d'une 
première  manière,  déterminé  la  température  en  tout  point;  soit  S  cette 
température;  la  grandeur  0  ==/($)  pourra  évidemment  être,  à  son 
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tour,  prise  comme  température,  si  la  fonction  f(~)  possède  les  trois 
caractères  suivants  : 

i°  Pour  chacune  des  valeurs  que  la  variable  S  est  susceptible  de 
prendre,  la  fonction  /(3e)  prend  une  valeur  et  une  seule; 

2"  La  fonction  /(S")  varie  d'une  manière  continue  lorsque  £r  varie 
d'une  manière  continue; 

3°  La  fonction/^)  varie  toujours  dans  le  même  sens  que  .r. 

L'opération  par  laquelle  on  connaîtrait,  à  un  instant  donné,  com- 
ment les  diverses  parties  des  corps  devraient  être  classées  si  l'on  vou- 
lait que  toutes  les  parties  d'une  même  classe  fussent  égalemeni 
chaudes;  que  les  parties  qui  sont  rangées  dans  une  classe  quelconqu» 
fussent  plus  chaudes  que  les  parties  rangées  dans  la  classe  précédente 
et  moins  chaudes  que  les  parties  rangées  dans  la  classe  suivante;  cette 
opération,  dis-je,  nous  apparaît  comme  logiquement  possible,  bien 
que  nos  sens  ne  nous  permettent  pas  de  la  réaliser,  si  ce  n'est  entre  des 
limites  restreintes  et  d'une  manière  grossièrement  approchée. 

Nous  concevons  donc  qu'une  température,  constante  pour  toutes 
les  parties  qui  se  trouvent  dans  la  même  classe  et  croissante  d'une 
classe  à  l'autre,  puisse  être  choisie,  bien  que  nos  sensations  ne  nous 
fournissent  pas  le  moyen  de  réaliser  un  semblable  choix  avec  quelque 
précision.  Gela  suffit  pour  que  nous  puissions  faire  figurer  cette  tem- 
pérature dans  nos  raisonnements  sans  risquer  d'employer  un  mot  vide 
de  sens.  De  fait,  c'est  exclusivement  de  cette  température,  conçue 
d'une  manière  abstraite,  qu'il  sera  question  dans  nos  théories. 

Mais  si  nous  voulons  appliquer  à  des  systèmes  concrets  les  résultats 
auxquels  nous  auront  conduits  les  raisonnements  abstraits  où  figure  la 
lempératurc,  il  ne  nous  suffira  plus  de  savoir  qu'il  est  possible  de  con- 
stituer une  grandeur,  appelée  température,  prenant  une  valeur  déter- 
minée en  chaque  point  de  ces  systèmes;  il  faudra  encore  avoir  un 
moyen,  exact  ou  approché,  de  construire  réellement  une  semblable 
grandeur,  d'en  obtenir  la  valeur  numérique,  c'est-à-dire  de  classer  les 
parties  des  corps  selon  leur  degré  croissant  de  chaleur;  nous  avons 
vu  que  nos  sens,  employés  directement,  étaient  insuffisants  pour  tel 
objet. 

La  méthode  employée  pour  obtenir  une  détermination  expérimen- 
tale de  la  température,  ou  plutôt  à1  une  température,  ne  s'applique 
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qu'à  un  caB  particulier,  très  étendu  il  est  vrai;  par  des  hypothèses  spé- 
ciales, que  nous  n'examinerons  pas  ici,  on  parvient  à  l'étendre  à  cer- 
tains autres  cas. 

Cette  détermination  expérimentale  repose  sur  la  loi  suivante,  dont 
nous  avons  <lii  l'origine  : 

Pour  l'équilibre  d'un  système  isolé,  il  est  nécessaire  que  toutes  ses 
parties  soienl  également  chaudes. 

Si,  comme  nous  en  avons  le  droit,  nous  faisons  figurer  dans  nos 
raisonnements  une  température  ~  dont  la  détermination  est  courue 
d'une  manière  abstraite,  mais  non  réalisée  d'une  manière  effective^ 
nous  pourrons  énoncer  la  loi  précédente  sous  cette  forme  : 

Si  un  système  is<>/<:  est  en  équilibre^  la  température  'h  a  la  même 
valeur  en  tous  ses  points, 

(  lette  loi  admise,  supposons  <jue  nous  ayons  un  système  S,  isolé  ci 
«•n  équilibre;  il  a  la  même  température  en  tous  ses  points. 

Ce  système  S  est  lui-même  formé  de  deux  systèmes  indépendants 
Tel  I  . 

Le  systè I  ,  sauf  la  propriété  d'être  indépendant  du  système  T, 

es!  quelconque. 

On  suppose  au  contraire  que  le  système  T  possède,  au  moins  ap- 
proximativemenl  les  caractères  (')  suivants  : 

i°  Pour  une  valeur  donnée  de  la  température  S",  la  même  en  tous 
ses  points,  le  système  T  ne  peut  être  en  équilibre  que  d'une  seule  ma- 
nière, quel  (pie  soit  le  système  indépendant  U  auquel  il  est  adjoint;  les 
diverses  propriétés  que  présente  ce  système  T  en  équilibre  dépendent 
donc  uniquement  de  la  température;  si,  parmi  elles,  il  en  est  une  qui 
•  ■-I  mesurable  (par  exemple,  une  propriété  géométrique),  le  nombre 
qui  la  mesure  est  fonction  de  la  seule  température  &. 


l  '  )  Ces  caractères,  des  expériences  plus  ou  moins  grossières,  celles,  par 
exemple,  que  nous  permet  l'usage  direct  de  nos  sens,  nous  les  ont  fait  aperce- 
voir; puis,  par  voie  d'hypothèse,  nous  avons  admis  que  le  système  T  les  possé- 
dait soit  rigoureusement,  soit  avec  une  approximation  supérieure  à  celle  de  nos 
premières  observations. 
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20  Parmi  ces  propriétés  mesurables  du  système  T,  il  eu  est  au 
moins  une  qui  va  toujours  en  croissant  lorsque  le  système  T  s'échauffe  ; 
de  quelque  manière  que  Ton  suppose  choisie  la  température  S,  le 
nombre  &  qui  mesure  cette  propriété  variera  toujours  dans  le  même 
sens  que  £r. 

D'après  une  remarque  faite  précédemment  le  nombre  0  pourra 
rire  pris  comme  propre  à  marquer  la  température  du  système  T  et, 
partant,  du  système  U. 

Donc,  toutes  les  fois  que  Ton  aura  pu  adjoindre  au  système  T, 
choisi  une  fois  pour  toutes,  un  certain  système  U,  indépendant  du  sj  >- 
tème  T  et  formant  avec  lui  un  système  isolé  en  équilibre,  on  saura, 
d'une  manière  effective,  faire  correspondre  une  valeur  de  la  tempé- 
rature au  degré  de  chaleur  que  possède  le  système  U  dans  ces  condi- 
tions. 

Lorsqu'on  définit  le  système  T  et  la  propriété  de  ce  système  dont  la 
mesure  0  donnera  la  valeur  numérique  de  la  température,  on  dit  que 
Ton  fait  choix  d'un  thermomètre.  Lorsqu'on  indique  la  valeur  numé- 
rique de  la  température  d'un  système  U,  on  doit  évidemment,  pour 
que  cette  indication  ait  un  sens,  mentionner  le  thermomètre  que  l'on 
a  choisi. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'éclaircir  les  généralités  qui  pré- 
cèdent en  les  appliquant  aux  divers  thermomètres  ordinairement  em- 
ployés. 

CHAPITRE  II. 

LE    PRINCIPE    DE    LA    CONSERVATION    DE    l'ÉNERGIE. 

1.  L'œuvre  et  V énergie  d'un  système.  —  Nous  pouvons,  par  nos 
efforts,  produire  dans  un  système  une  certaine  transformation  ou  aider 
à  cette  transformation;  nous  pouvons  déplacer  un  corps,  le  lancer  avec 
une  certaine  vitesse,  le  briser,  le  déformer.  Nous  pouvons,  au  contraire, 
employer  nos  efforts  à  mettre  obstacle  à  la  transformation  que  subit 
un  système,  à  gêner  cette  transformation;  nous  pouvons  arrêter  un 
corps  en  mouvement,  le  ralentir,   l'empêcher  de   se  déformer.  Nous 

Jour  A.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III.  1892.  -J" 
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disons  alors  que  nous  avons  accompli  un  certain  ouvragej  rail  une 
certaine  œuvre. 

L'expérience  de  chaque  jour  nous  apprend  qu'à  notre  action  per- 
sonnellc  nous  pouvons  substituer  un  corps  ou  un  assemblage  de  corps 
capable  de  produire  ou  d'aider  la  modification  que  nous  produisons  ou 
que  nous  aidons,  de  gêner  la  modification  que  nous  gênons.  L'objet 
pratique  de  la  Physique  est  précisément)  dans  un  grand  nombre  de 
cas,  de  connaître  quels  sonl  les  divers  corps  qui  peuvent  être  substi- 
tues à  notre  activité  personnelle  pour  favoriser  ou  pour  entraver  une 
certaine  modification,  quelles  sonl  les  machines  qui  peuvent  remplacer 
les  ouvriers  dans  l'accomplissement  d'un  certain  ouvrage.  Lfœuvre 
que  nous  aurions  accomplie  si  nous  avions  aj;i  nous-mème  sur  le  sys- 
tème qui  se  transforme,  nous  la  regardons  comme  accomplie  par  le 
corps  ou  l'ensemble  de  corps  que  nous  avons  substitué  à  nous-mème 
Ou  à  nos  semblables, 

(Vite  notion  d'oeuvre  accomplie  par  les  cdrps  étrangers  à  un  sys- 
lème  pendant  que  ce  système  subit  une  certaine  modification,  nous  la 
transportons  même  au  cas  où  la  modification  subie  par  le  système  est 
d'une  nature  telle  que  notre  action  personnelle  ne  pourrait  ni  l'aider, 
ni  l'entraver.  L'œuvre  accomplie  par  ces  corps  étrangers  est  censée 
représenter  l'œuvre  qu'accomplirait  un  opérateur  constitué  autrement 
que  nous  el  capable  d'apporter  à  la  transformation  du  système  laide 
ou  l'entrave  qu'apportent  les  corps  étrangers. 

Ainsi  donc,  quand  un  système  se  transforme  en  présence  de  corps 
étrangers,  nous  considérons  ces  corps  étrangers  connue  contribuant  à 
cette  transformation  >oii  en  la  causant,  soit  en  l'aidant,  soit  en  l'entra- 
vant; c'est  cette  contribution,  dont  la  nature  demeure  pour  nous 
obscure,  que  nous  nommons  Vœuvre  accomplie  pendant  une  trans- 
formation d'un  système  par  les  corps  étrangers  à  ce  système. 

Sans  chercher  à  pénétrer  la  nature  de  celte  conlriltulion,  ce  qui 
n'est  point  l'objet  de  la  Physique,  mais  de  la  Métaphysique,  nous  allons 
nous  efforcer  de  créer  une  expression  mathématique  propre  à  servir 
de  symbole  à  cette  contribution.  Pour  cela,  nous  déterminerons  la 
forme  dune  expression  assujettie  à  certaines  conventions;  ces  conven- 
tions, nous  ne  les  établirons  pas  au  hasard  ;  nous  les  choisirons  de  telle 
sorte  qu'elles  soient  l'image  des  caractères  les  plus  simples  el  les  plus 
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saillants  que  présente  la  notion  d'œuvrc,  ou,  tout  au  moins,  de  telle 
sorte  qu'elles  s'accordent  sans  peine  avec  ces  caractères. 

Supposons  qu'un  système,  soumis  à  l'action  de  certains  corps  étran- 
gers, subisse  une  certaine  transformation;  supposons  ensuite  que  le 
même  système  subisse  la  même  transformation,  les  corps  étrangers  au 
système  étant  autres.  L'œuvre  accomplie  dans  le  premier  cas  et  dans 
le  second  cas  par  les  corps  étrangers  au  système  est  la  même,  bien 
que  ces  corps  soient  différents;  ce  caractère,  que  nous  attribuons  for- 
cément à  la  notion  d  oeuvre,  nous  conduit  à  poser  la  convention  sui- 
vante : 

Première  convention.  —  La  grandeur  qui  représente  Vayini<> 
accomplie,  durant  une  transformation  d'un  système,  par  les  corps 
étrangers  à  ce  système  est  déterminée  lorsqu'on  connaît  la  nature 
du  système  et  la  transformation  qii  il  subit  ;  elle  est  indépendante 
des  corps  étrangers  au  système. 

Voici  maintenant  une  deuxième  convention  qu'il  est  bien  naturel 
d'admettre. 

Deuxième  convention.  —  Supposons  qu'un  système  subisse  suc- 
cessivement diverses  transformations  1,  2,  ...,  n,  pendant  les- 
quelles les  corps  étrangers  au  système  accomplissent  des  œuvres 
représentées  respectivement  par  les  grandeurs  algébriques  (i,, 
G2,  . .  -,  Gr«.  L'ensemble  des  transformations  1,2,  . . .,  n  peut  être 
considéré  comme  une  transformation  unique;  l'œuvré  accomplie 
par  les  corps  étrangers  au  système  durant  celle  transformation 
résultante  sera  représentée  par  la  grandeur  (Gl  +  G,  +  ...+  (i„). 

Nous  pouvons  désormais,  lorsque  aucune  confusion  ne  sera  à  craindre 
entre  le  symbole  mathématique  et  la  notion  qu'il  représente,  donner 
le  nom  d'œuvrc  accomplie  durant  la  transformation  d'un  système  par 
les  corps  étrangers  à  ce  système  à  la  grandeur  algébrique  qui  repré- 
sente cette  œuvre. 

Imaginons  qu'un  système  parte  d'un  certain  état  initial  avec  un  cer- 
tain mouvement  initial;  qu'une  série  de  modifications  lui  fasse  pren- 
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dre,  au  bout  d'un  certain  temps,  un  ('Mai  final  identique  à  son  état 
initial,  un  mouvement  final  identique  à  son  mouvement  initial.  Nous 
i  egarderons  l'œu\  pe  que  les  corps  extérieurs  avaienl  accomplie  durant 
uni'  partie  de  cette  transformation  comme  ayant  été  détruite  par 
l'œuvre  accomplie  durant  Le  reste  de  la  transformation,  en  sorte  que 
l'œuvre  totale  sera  nulle;  nous  serons  ainsi  conduits  à  poser  la  con- 
vention suivante  : 

Troisième  convention.  —  Lorsqu'un  système  parcourt  un  cycle 
ferme  l'œuvre  accomplie)  durant  le  parcours  île  ce  <-y<-/r,  par  les 
corps  étrangers  au  système  est  égale  à  <  ). 

('..•lie  convention  nous  indique,  en  premier  lieu,  que  la  grandeur 
(lui  représente  l'œuvre  accomplie  n'aura  pas,  pour  tonte  modification 
d'un  système,  le  même  signe.  Les  diverses  modifications  dont  la  suc- 
cession constitue  un  cycle  fermé  <le\  pont  correspondre  à  des  œuvres  les 
unes  positives  et  les  autres  négatives,  de  telle  sorte  que  la  somme  «les 
œuvres  positives  soit  exactement  compensée  par  la  somme  des  œuvres 
négatives. 

Mais,  en  outre,  celle  convention  fournil  des  renseignements  beau- 
coup plus  précis  sur  la  forme  de  la  grandeur  <i  qui  représente  l'œuvre 
accomplie,  durant  une  modification  d'un  système,  par  les  corps  étran- 
gers au  -\  stème. 

Considérons  deux  étais  différents  d'un  même  système.  Dans  l'un  de 
ces  étais,  que  nous  désignerons  par  le  symbole  i,  les  variables  qui 
définissent  les  propriétés  du  système  ont  pour  valeurs  a,,  (3(,  . ..,  A,; 
les  vitesses  de» diverses  particules  qui  composent  le  système  oui.  [tour 

composantes//,,  P,,  iv,  ;  //',,  c'(,  w\  ; Dans  l'autre  de  ces  étals,  que 

nous  désignerons  par  le  symbole  2,  les  variables  qui  définissent  les 
propriétés  du  système  ont  pour  valeurs  a2,  [i2,  ...,  X2  ;  les  vitesses  des 
diverses  particules  qui  composent  le  système  ont   pour  composâmes 

u.,,  p2j  w.,;  «;,  p2,  «>;, .... 

Imaginons  un  certain  nombre  de  modifications  distinctes  M*,  M',", 

\1  (%  . . .,  qui,  toutes,  l'ont  passer  le  système  de  l'état  i  à  l'état  2,  et  soit 

M'  une  modification  qui  fait  passer  le  système  de  l'état  2  à  l'état  1. 

Soient 

(i;,     (1;,     (î;,     ...,     (IJ 
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les  œuvres  accomplies  par  les  corps  étrangers  au  système  durant  les 
modifications 

M;,     M;,     M;,     ...,     MJ. 

Les  deux  modifications  M2,  M',  imposées  au  système  l'une  après 
l'autre,  lui  font  décrire  un  cycle  fermé;  il  en  est  de  même  des  deux 
modifications  M',",  M.',;  ou  encore  deux  modifications  M',2,  M^,  — 

La  convention  précédente  donne  alors 

G;  -+-  G^  =  o, 
G'42+  GJ  =  o, 
G?-f-G'  =  o, 


ou  bien 


Le  résultat  qu'exprime  cette  égalité  peut  s'énoncer  ainsi  : 

L'œuvre  accomplie,  durant  une  modification  d'un  système,  par 
les  corps  étrangers  à  ce  système  dépend  de  l'état  et  du  mouvement 
du  système  au  début  et  à  la  fin  de  la  modification,  mais  non  des 
autres  particularités  qui  caractérisent  cette  modification. 

Conformément  à  cet  énoncé,  nous  poserons  désormais 

G;  =  'Kan  •••;  «n  *'i,  «V  ...  la,,  ...;  u.,,v.2,  w2,  ...). 

Nous  allons  mettre  la  fonction  ^  sous  une  forme  plus  explicite. 

Considérons  le  système  que  nous  étudions  dans  un  certain  état. 
déterminé  une  fois  pour  toutes,  que  nous  désignerons  par  l'indice  o; 
dans  cet  état,  a0,  (30,  . . . ,  ~k0  sont  les  valeurs  des  variables  qui  définis- 
sent les  propriétés  du  système;  u0,  e0,  w0  ;  u0,  p'a,  w'0,  ...  sont  les 
composantes  des  vitesses  dont  sont  animées  les  particules  matérielles 
qui  le  composent. 

Si  le  système  passe  de  l'état  o  à  l'état  i,  les  corps  extérieurs  accom- 
pliront une  œuvre 

Gi='Kao>  ■■••;  "o,  Pq,*,,  ■■•' |«n  ■••; «n  ?,,  w\,  ...). 
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Si  le  système  passe  de  l'étal  i  à  Triai  -j.,  les  corps  extérieurs  accom- 
plissent une  <iMi\  iv 

(  \-{  =  ty(  a ;  //,.  Pn  w,,  ...  |  a.,  .  .  .;  //,,  r._,,  «\,,  .  .  .  ). 

(  les  deux  transformations,  effectuées  l'une  après  l'autre,  constituenl 
une  transformation  Faisan  1  passer  le  système  de  l'étal  o  à  l'état  ^; 
durant  une  semblable  transformation,  les  corps  extérieurs  effectuent 

une  omi\  IV 

('o  =  K*«»  •  --:  "<•'  '"«'  vV"-  •  •  •  ia-<  •  --:  M*>  r^'  w*i  •••)- 

Mais,  d'autre  part,  d'après  la  deuxième  convention,  l'œuvre  accom- 
plie par  les  corps  extérieurs  durant  celle  dernière  transformation  doit 

avoir  pour  valeur  |  I  «,',    l-  (  r]  ).  <  h\  a  donc 


GJ    =  GJ-h  (i;, 


oll   l)|. 'Il 


r'  « :  »oj  lV  «V  .-■•  |«ai  ■•  •:  «*,  «V  W>2,  •••) 

i  |                     i|/<  a„.  .  ..:  K0,  P0,  u-„.  ...|a,,  ..  .:  //,,  0,,  tv,,  .  .  .) 
-+-  t|/(an  .  .  .:  El*,  pn  iv ja2,  .  .  .:  //,,,  t\,,  wÉi  ...). 

(  Jette  identité  (i)  va  détermÎHer  la  forme  <le  la  Ponction  vp. 
L'étal  o  étanl  déterminé  une  lois  pour  toutes,  les  quantités 

y-ti-  r»  ■••*  ^«J  "(M  '(M  ^'(H  M**  '(O  ^  0' 

sont  non  pas  oVs  variables,  mais  des  constantes;  la  quantité 
est  une  fonction  des  seules  variables 


«,      P, 


X 


,       W,       C,       IV,       U  ,       V  ,       w 
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Nous  pouvons  donc  poser 

|  '|(>-o,  •  •  •;  ffo,  %  «\,  ...  !  a,  ...;«,  c,  vp,  . . .) 
j       ==  c(a,  . . .;  u,  p,  tu,  .  ..) 

et  l'égalité  (i)  nous  donnera 

/•^    |  'Kan  •••;  "n  pn  vv<»  •••l*a»  •••;  «2>  "25  *v5  •••) 

|       =  e(ai,  ...;  w2,  ?2,  tv2,  :..)  — '£(an  ...;  wn  ty,  rtrn  . . .). 

L'œuvre  accomplie,  durant  une  modification  quelconque  d'un 
système,  par  les  corps  étrangers  à  ce  système  est  égale  à  l'accrois- 
sement que  subit,  par  l'effet  de  cette  modification,  uni'  certaine 
grandeur  qui  est  déterminée  sans  ambiguïté  lorsqu'on  connaît 
l'état  du  système  et  son  mouvement. 

Celte  grandeur,  définie  par  l'égalité  (à),  porte  le  nom  (V énergie 
du  système. 

Pour  définir  l'énergie  du  système,  nous  avons  fait  choix  d'un  eer- 
lain  état  du  système  déterminé  une  fois  pour  toutes,  que  nous  avons 
nommé  l'état  o.  Mais  ce  choix  était  arbitraire.  Nous  aurions  pu  rai- 
sonner de  même  en  choisissant  une  t'ois  pour  tontes  un  étateo,  difï'érenl 
de  l'état  o.  Si  nous  désignons  par  aw,  j3w,  ...,  ~k,0  les  valeurs  des  variables 
qui  déterminent  les  propriétés  du  système  dans  l'état  oj;  par  //,,,. 
*'wi  wa,  uu)i  <;wj  u\.>  u's  composantes  des  vitesses  qui,  dans  cet  étal, 
uniment  les  diverses  parties  du  système,  nous  aurions  obtenu  une 
nouvelle  détermination  de  l'énergie  du  système,  définie  par  l'égalité 


(  2  bis  ) 


•]/(aM,  ...  ;  uM,  cw,  wm  ...  |  a,  ...  ;  u,  r,  tu,  . . .) 
=  s(a,  ...;«,  e,w,  ...). 


Evaluons  la  différence  entre  les  valeurs  correspondantes  de  ces  deux 
déterminations  de  l'énergie. 

Les  égalités  (2)  et  (  2  bis)  donnent 


z(  y,  .  .  .  ;  u,  c,  w,  . .  .)—  C(a,  ...;«,  c,  <u,  .  .  ..) 
=      i{  aM,  ...  ;  //w,  cw,  w(0.  .  . .  j  a,  .  .  .  ;  u,  c,  w 
i(yn,  ...;  u0,  pfl,  w{ |a,  . ..:  u,v,kv 
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Miiis  l'égalité  {3)  montre  que  Ton  a 

<K*oj  •••!  «oj  «'..<  u\ |a,  ..  .:  //,  i\  w.  .  .  .) 

=  —  ^(« ;«,  p,W,  ...  |a(1 ;  //„,  r((,  u0,  .  ..). 

( )n  a  donc 

E<  a,  .  .  .  :  //,  P,  o\  .  .  .  )  —  *:  (  a,  .  .  .  ;  //,  r,  «?,  .  .  .) 

=  •}(  aw.  ...  :  //,„.  ptt,  a-(0 |a, . . .  ;  u,  p.  w>,  . . .) 

4-  î|/(a,  ...;//,  P,w,  ...  |a0,  ..  .;  w0,  P0,  <rtl,  ...), 

ou  bien,  en  vertu  de  l'égalité  (i), 

£(a,  ...  :  //.  P,  w,  . ..)  —  £(*,  .  .  .:  B,  P,  (*>,  .  . .) 

r i  ao, ;  "w,  ^,,Wé, |  a, :  //„,  p0,  iv„,  ...). 

Le  second  membre  de  criir  égalité  est  une  constante. 

Donc  les  valeurs  que  deux  déterminations  de  l'énergie  prennent 
pour  un  même  état  dusystème  diffèrent  par  une  constante;  ce  qu'on 
peul  encore  énoncer  en  disant  < ju»1  l'énergie  est  déterminée  à  une 
constante  près. 

l2.  La  force  vive  et  l'énergie  interne.  —  Toute  transformation 
subie  par  un  système  se  décompose  en  deux  éléments;  Kn  premier 
lieu,  un  changement  d'état;  les  variables  qui  définissent  l'état  dn 
système  passent  des  valeurs  a,,  $lt .  .  .,X4  aux  valeurs  a2,  (i2, ...  .,X2. 
En  second  lieu,  un  changement  de  mouvement;  les  composantes  des 
vitesses  qui  animent  les  parties  matérielles  élémentaires  du  système 
passent  des  valeurs  «nfnw,,    u\.v\,w>\,  ...  aux  valeurs  u.2,  p2,  w2, 

u',,  p'2,«>2,  C'est  sur  la  distinction  de  ces  deux  cléments  de  tonte 

transformation  qu'est  fondée  la  convention  suivante,  d'un  caractère 
plus  arbitraire  que  les  précédentes  : 

Quatrième  convention.  —  L'œuvre  accomplie  pendant  une  trans- 
formation d'un  système  par  les  corps  étrangers  au  système  est  la, 
somme  de  deux  termes  :  l'un  dépend  du  changement  d'étal  du  sys- 
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lème  et  ne  dépend  pas  de  son  mouvement  ;  Vautre  dépend  du  chan- 
gement du  mouvement  du  système  et  ne  dépend  pas  de  sou  état. 

(  -cite  convention  s'exprime  par  l'identité 

,..      (  'Kan  •••;«.'  «\i.Wn  •••  |a2 \U2,V2,W2,  ...) 

I       =<p(a0...,X1|a2,  ...,>.a)-h^(anpnflP1, . .  .|  //2,r,.a>,,  . . .). 


En  vertu  de  cette  égalité  (4),  l'égalité  (2)  devient 
(5) 


(a,  . ..;  w,  p,«p>,  ...)=cp(a0,  . . .,  A0 1  a,  . . .,  A) 


Les  quantités  a0,  . . .,  A0  sont  choisies  une  fois  pour  toutes;  la  quantité 

<p(a0,  . ..,  A0|a,  ...,  A) 
est  donc  une  fonction  des  seules  variables  a,  . . .,  X;  nous  pouvons  po- 


ser 


(('))  cp(a0,  ...,X0|a,  ...,X)=  U(a,  (3,  . ..,  A). 

De  même,  les  quantités  w0,  p0,  w0,  ...  sont  choisies  une  fois  pour 
toutes;  la  quantité 

/.(«o,1''..^  ...\U,  P,  W,  ...) 

est  donc  une  fonction  des  seules  variables  u,  v,  w<  ...  ;  nous  pouvons 
poser 

(7)  %i"ê,  V9i  <*>*,  ..:,\U;9,W}  ...)  =  K(u,V,W,  ...). 

En  vertu  des  égalités  (G)  et  (7),  l'égalité  (5)  devient 

(8)  c(a,  . ..;  u,  v,  w,  ...)=  U(a,  (3,  . . .,  X.)-h  K(w,  p,  «>,  .. .). 

L'énergie  d'un  système  est  la  somme  de  deux  termes  :  l'un  dé- 
pend uniquement  de  l'état  du  système  et  point  de  son  mouvement  ; 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III,  189-'.  '9 


P.     ItlllKM. 

l'autre,  indépendant  de  l'ét</t  dif  système,  est  connu  lorsqu'on  con- 
naît la  vitesse  <jui  a  ni  me  chacune  des  pailles  élémentaires  du  sys- 
tème. 

Le  premier  terme  se  nomme  Vénergie  potentielle  ou  V énergie 
interne:  le  second  se  nomme  Vênergie  actuelle  ou  Vênergie  ciné- 
tique;  nous  allons  chercher  à  déterminer  la  forme  de  cette  dernière. 

Mous  remarquerons,  en  premier  lieu,  que  les  vitesses  désignées  par 

//„,  i ■„,  ir„,  .  .  .  oui  élé  choisies  arbitrairement  ;  désormais  nous  con- 
\  tendrons  de  prendre 

//„    =  O,  C„         0,  H  '„--  0, 

Or,  d'après  l'égalité  (7),  la  fonction  K(w,  p,  w,  . ..)  est  égale  à  <>  si 

l'on  a 

«  =  «0i  »         Poj  W  =  W0 

Par  conséquent,  nous  serons  assuré  désormais  que  la  fonction 

\\(u.  C,  IC.  .  ..) 

est  égale  à  o  lorsque  l'on  a 

U  =  O,  C  =  O,  W  =  o,  .... 

Vous  nous  fonderons  en  second  lieu  sur  une  convention  que  l'on  peut' 
regarder  comme  inévitable,  el  <|iie  nous  énoncerons  ainsi  : 

Cinquième  convention,  Lorsqu'un  système  est  formé  de  plu- 
sieurs parties  indépendantes  les  unes  des  autres  et  infiniment  éloi- 
gnées les  unes  des  autres,  l'œuvre  accomplie  pendant  une  modifi- 
cation quelconque  du  système  par  les  corps  étrangers  à  ce  système 
est  la  somme  des  œuvres  accomplies  pendant  la  modification 
correspondante  de  chacune  des  parties  par  les  corps  étrangers  à  ces 
parties. 

De  cet  énoncé,  on  déduit  sans  peine  les  conséquences  suivantes  : 
Lorsqu'un  système  est  formé  de  plusieurs  parties  indépendantes 
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les  unes  des  autres  et  infiniment  éloignées  les  unes  des  autres, 
l'énergie  interne  du  système  est  la  somme  des  énergies  internes  des 
parties  isolées;  l'énergie  cinétique  du  système  est  la  somme  des 
énergies  cinétiques  des  parties  isolées. 

L'énergie  cinétique  ne  dépendant  pas  de  l'état  du  système,  nous 
pouvons,  pour  déterminer  la  forme  de  cette  énergie,  décomposer  par 
la  pensée  le  système  en  parties  matérielles  infiniment  petites,  isoler 
ces  parties  matérielles  les  unes  des  autres,  et  les  disperser  dans  l'espace 
de  façon  qu'elles  soient  infiniment  éloignées.  Cette  opération  altère 
l'état  du  système;  mais  elle  ne  change  pas  son  énergie  cinétique,  si 
Ton  a  soin  de  conserver  à  chaque  particule  matérielle,  après  cette 
opération,  la  vitesse  dont  elle  était  animée  avant  cette  opération. 

Mais,  après  cette  opération,  l'énergie  cinétique  du  système  est  la 
somme  des  énergies  cinétiques  des  diverses  parties  qui  le  composent; 
nous  sommes  donc  ramenés  à  déterminer  la  forme  de  l'énergie  ciné- 
lique  d'une  partie  matérielle  infiniment  petite. 

Soient  m,  v,  w  les  composantes  de  la  vitesse  d'une  partie  matérielle 
infiniment  petite.  L'énergie  cinétique  sera  une  fonction  de  u,v,w} 
k(u,  v,  w)\  la  forme  de  la  fonction  k  dépend  de  la  nature  de  la  parti- 
cule matérielle,  mais  non  de  son  état;  pour  une  particule  donnée,  la 
forme  de  cette  fonction  est  invariable;  c'est  cette  forme  que  nous 
voulons  connaître. 

Sixième  convention.  —  Les  corps  étrangers  à  un  système  infini- 
ment petit  accomplissent  toujours  la  même  œuvre  lorsque,  à  partir 
du  repos,  ils  lui  communiquent  une  vitesse  de  même  grandeur, 
quelle  que  soit,  dans  l'espace,  la  direction  de  cette  vitesse. 

Cette  convention,  qui  revient  à  dire  que,  dans  l'espace  absolu, 
toutes  les  directions  sont  équivalentes,  peut  être  regardée  comme  logi- 
quement nécessaire;  elle  entraîne  immédiatement  cette  conséquence  : 
La  fonction  k(u,v,  w)  ne  dépend  pas  isolément  des  trois  composantes 
u,  v,  w  de  la  vitesse  Y,  mais  seulement  de  la  grandeur  de  cette  der- 
nière vitesse;  nous  pouvons  remplacer  le  symbole  k(u,  r,  w)  par  le 
symbole  A(V). 


; 
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Septième  convention.  —  Uœuvre  accomplie  par  les  corps  exté- 
rieurs pour  communiquer  une  certaine  vitesse  à  une  particule  pri- 
mitivement au  repos  est  toujours  une  œuvre  de  même  signe. 

Nous  conviendrons  de  compter  positivement  une  telle  œuvre,  La 
fonction  fr(V)  sera  alors  essentiellement  positive. 

I  h  1 1  m  mi  inwMiuN.  Soient  deux  particules  matérielles  l\  I*  . 
Si  les  corps  étrangers  à  ces  deux  particules  effectuent  la  même 
œuvre  pour  communiquer  </  toutes  deux  une  certaine  vitese  \0,  ils 

effectueront  aussi  la  même  œuvre  />o//r  communiquer  à  /ou/es  deux 
la  mente  ri/esse  \  ,  quelle  que  soil  celle  dernière. 

En  (I  autres  termes,  l'égalité 

A(V)=/,'(V) 

ne  peul  avoir  lieu  pour  une  certaine  valeur  V0  «le  V  sans  avoir  lieu 
identiquement. 

Celle  convention  posée,  considérons  une  particule  à  laquelle  cor- 
respond 11111'  certaine  fonction  A(Y  ).  Divisons-la  elle-même  en  parties 
plus  petites.  <  les  parties  auront  respectivement  pour  énergie  cinétique 

ri  \  ).  .'•  <  \  l Nous  savons  que  l'énergie  cinétique  A(V)  de  la 

première  partie  aura  pour  valeur 

k(V)  =  x(V)+x>(Y)  +  .... 

D'ailleurs  chacune  des  quantités  ./•(  V),  x'(V),  ...  est  positive; 
chacune  d'elles  esl  donc  inférieure  à  /.  (  V).  Ainsi,  si  un  élément  maté- 
riel est  une  partie  (/'un  autre  clé  me  ni  matériel,  pour  une  même  vi- 
tesse il  a  une  moindre  énergie  cinétique.  D'ailleurs,  il  est  évident 
que  Vénergie  cinétique  d'un  élément  matériel  pour  une  vitesse  don- 
née varie  d'une  manière  continue  si.  Von  fait  croître  ou  décroître 
d'une  manière  continue  la  quantité  de  matière  que  renferme  cet 
clément.  En  s'appuyant  sur  ces  deux  propositions,  on  démontre  sans 
peine  la  proposition  suivante  :  Etant  donnée  une  particule  maté- 
rielle P,  on  peut  toujours,  quel  que  soit  rentier  N,  la  diviser  en  \ 
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particules  qui,  pour  une  valeur  donnée,  aient  même  énergie  ciné- 
tique. La  convention  précédente  montre  que  ces  N  particules  a  mont 
toujours  même  énergie  cinétique  si  on  les  anime  toutes  d'une  même 
vitesse,  quelle  que  soit  d'ailleurs  cetlevilesse.  Si,  à  cette  proposition, 
on  joint  l'égalité  (9),  on  voit  sans  peine  que,  pour  une  même  vitesse, 
l'énergie  cinétique  de  chacune  de  ces  particules  est  la  Wème  partie 
de  l'énergie  cinétique  de  la  particule  P. 

Prenons  deux  éléments  matériels  quelconques  P  et  P  ,  dont  les  éner- 
gies cinétiques  sont  représentées  par  les  fonctions  k(\  )  et  k'Ç\  ).  Soil 

\  0  une  valeur  particulière  de  V.  Considérons  le  rapport  ■ ,   v0{  cl  sup- 

posons  tout  d'abord  ce  rapport  commensurable. 
Posons 

/■'(Vn)    _N' 

A(V0)         IV' 

\  et  N'  étant  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux. 

Divisons  la  particule  P  en  N  éléments  gt,  . . .  ayant,  pour  une  mémo 
vitesse,  des  énergies  cinétiques  x( Y),  .. .  égales  entre  elles  et  égales 
À-(V) 

Divisons  la  particule  P'  en  N'  éléments  ts',  ...   ayant,   pour  une 

même  vitesse,  des  énergies  cinétiques  xÇV),  ...  égales  entre  elles  et 

-      1       ,  A-'(V0) 
égales  a  — ^ — 

Nous  aurons 

*(V„)=-(^>        x'(V0)=^, 
et,  par  conséquent, 

*(V0)  =  ^(V0). 

Dès  lors,  d'après  la  convention  précédente,  on  a,  quel  que  soil  \  . 

x(Y)  =  x'(\), 
en  sorte  que  les  égalités 

/f(V)=N#(V)j         k'(\)=N'x'(\  . 
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donnent 

k(V)  _  N_  _  /»(Vo) 
¥(T)  ==N' "  A'(Vo)' 

/.'  v  énergies  cinétiques  qui,  pour  deux  éléments  matériels  <h//<:- 
rents,  correspondent  à  une  même  vitesse,  sont  entre  elles  dons  un 
rapport  indépendant  de  cette  vitesse. 

Nous  venons  de  démontrer  cette  proposition  pour  le  cas  où  le  rap- 
port-: \— -  est  commensurable.  Mais  elle  esl  évidemment  générale; 

car  si  le  rapport  '  l.  -  étail  variable  avec  V  ,  il  sérail  une  fonction  conti- 
nue de  V.  Donc,  pour  certaines  valeurs  de  V,  il  passerait  par  des  va- 
leurs commensurables ;  le  raisonnement  précédent  montrerait  alors 

k'  l  V  ) 
que  l'li\  pothèse  où  '    .     varie  avec  \  est  absurde. 

Considérons  deux  corps  d'étendue  finie  quelconque,  C  et  C,  et 
supposons  tous  les  points  de  ces  deux  corps  animés  d'une  certaine  vi- 
tesse \.  Soienl  l\<\  jet  K.'(V)  leurs  énergies  cinétiques.  Chacune 
de  ces  énergies  cinétiques  est  la  somme  des  énergies  qu'auraient,  pour 
la  même  vitesse,  les  divers  éléments  matériels  en  lesquels  chacun  des 
deux  corps  peul  être  censé  divisé.  Dès  lors,  il  n'est  pas  malaisé  de  dé- 

(luire  de  la  proposition  précédente  que  le  rapport  K  .  est  indépen- 
dant de  la  vitesse  \  :  il  dépend  uniquement  de  la  nature  des  deux 
corps  (  \  et  (  !  . 

Prenons  un  corps  déterminé  F,  par  exemple  le  kilogramme  des  Ar- 
chives.  Supposons  (jue  tous  les  points  de  ce  corps  soient  animés  d'une 
même  vitesse  \  .  Soit  y(V)  l'énergie  cinétique  de  ce  corps  dans  ces 
circonstances. 

Soit  ensuite  un  autre  corps  C  quelconque,  fini  ou  infiniment  petit. 
Supposons  que  tous  les  points  de  ce  corps  soient  animés  de  la  même 
vitesse  A  . 

Soit  K(V)  l'énergie  cinétique    du  corps  C   dans  ces  conditions. 

Posons 

(10)  K(V)  =  M-/.(V). 
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Au  sujet  du  nombre  M,  que  définit  cette  égalité  (10),  nous  pou- 
vons immédiatement  affirmer  les  propositions  suivantes  : 

i°  Le  nombre  M  ne  dépend  pas  de  la  vitesse  Y;  il  dépend  uni- 
quement de  la  nature  des  corps  Y  et  G; 

2°  Le  nombre  M  est  essentiellement  positif; 

3°  Le  nombre  M  relatif  à  un  élément  matériel  infiniment  petit 
est  infiniment  petit  comme  cet  élément; 

4°  Le  nombre  M  relatif  à  un  ensemble  de  corps  est  égal  à  la 
somme  des  nombres  analogues  relatifs  aux  divers  corps  qui  com- 
posent cet  ensemble; 

5°  Pour  le  corps  T,  le  nombre  M  est  égal  à  i . 

Le  nombre  M  se  nomme  la  masse  du  corps  C.  On  dit  que  le  corps  Y 
constitue  la  masse  étalon  ou  Vunité  de  masse. 

On  voit  que  la  masse  d'un  corps  est  proportionnelle  à  l'œuvre  que 
doivent  effectuer  les  corps  étrangers  à  celui-là  pour  le  faire  passer  du 
repos  à  un  état  de  mouvement  où  tous  ses  points  sont  animés  d'une 
même  vitesse  donnée. 

Considérons  un  système  quelconque,  dont  les  diverses  parties  élé- 
mentaires P,  P',  P",  . . .  sont  animées  de  vitesses  quelconques  V,  V, 

V", L'énergie  cinétique  de  ce  système  est  la  somme  des  énergies 

cinétiques  de  ses  diverses  parties.  Or,  si  Ton  désigne  par/;/,  />/,  m",  ... 
les  masses  des  éléments  P,  P',  P",  . .  .,  ces  énergies  cinétiques  partielles 
auront  respectivement  pour  valeurs,  d'après  l'égalité  (io), 

mX(V),         m'x(V'),         ™'x(v").         •••• 
L'énergie  cinétique  du  système  a  donc  pour  valeur 

(n)     K  =  i»x(V)  4-  m'y  (y)  +  m"yf\")  -+-...  =]£  my(  V). 

La  forme  de  cette  énergie  cinétique  nous  sera  donc  entièrement 
connue  si  nous  déterminons  la  forme  de  la  fonction  //V).  Pour  effec- 
tuer cette  détermination,  nous  nous  appuierons  sur  une  nouvelle 
convention. 
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\n  VIKMS    CONVENTION.  —  /*(>((/■  imprimer  à  tous   les  points  d'un 

élément  matériel  une  certaine  vitesse  dans  une  direction  D,  les 
corps  extérieurs  doivent  accomplir  la  même  œuvre,  soit  que  l'élé- 
ment matériel  parte  du  repos,  soit  qu'il  soit  primitivement  animé 
d'une  vitesse  quelconque  dans  une  direction  I) ,  normale  à  D. 

admettons  cette  convention  qui,  bien  tpie  se  présentant  assez  na- 
turellement à  l'esprit,  n'a  nullement  le  caractère  de  la  nécessité 
logique. 

Son  \  une  \  ii<*ssr  ;  soient  //,  p,  w  ses  composantes  suivant  trois 
axes  de  coordonnées  rectangulaires,  0#,  O y,  Os.  Supposons  ces  trois 
composantes  positives.  Prenons  un  élément  matériel  de  masse  m  el 
donnons-lui  une  vitesse  //  dans  la  direction  Ox.  Nous  effectuerons 
une  œu\  re  ayant  pour  grandeur 

g<  ='»■/(  in. 

L'élément  étant  déjà  animé  de  cette  vitesse  //  dans  la  direction  Oa?, 
lançons-le,  en  outre,  avec  la  vitesse  pdans  la  direction  Oy.  D'après 
la  convention  précédente,  l'œuvre  accomplie  dans  cette  seconde  mo- 
dification esl  la  même  que  si  nous  communiquions  la  vitesse  p,  dans 
la  direction  Or,  an  mobile  parlant  du  repos;  elle  a  donc  pour  gran- 
deur 

g%  —  '"'/.(")• 

A  l'élément  déjà  animé  des  deux  vitesses  u  suivant  Ox  et  v  suivant 
I  M ',  appliquons  une  œuvre  capable  de  lui  communiquer  une  vitesse  or 
suivant  Os;  cette  œuvre,  égale,  d'après  la  convention  précédente,  à 
celle  qui  communiquerait  une  vitesse  w  suivant  Oz  au  mobile  parlant 
du  repos,  a  pour  valeur 

g»  =  m'/Aw)- 

L'ensemble  de  ces  trois  modifications  prend  le  mobile  au  repos  et 
l'anime  de  la  vitesse  V.  L'œuvre  accomplie  dans  l'ensemble  de  ces 
trois  modifications,  œuvre  qui  a  pour  valeur  (g",  -h  g2  -h  g^)\  doit  être 
égale  à  rny(N). 
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On  doit  donc  avoir  identiquement 

x(v)=x(*)-*-x(*)+'X("0- 

En  différentiant cette  identité  par  rapporta  u,  et  en  tenant  compte 
de  l'égalité 

u'-  -+-  e-  -f-  kv-  =  V2, 
nous  trouvons 

<t  VA") 
du  it 


rfV 

Les  valeurs  de  m  et  de  \  sont  quelconques.  On  voit  donc  que 
—yr —  doit  être  proportionnel  à  V.  Si  Ton  observe  en  outre  que  y  (V) 
doit  s'annuler  avec  V,  on  arrive  à  cette  conclusion  : 

La  fonction  y(  V)  est  proportionnelle  à  Y2. 

Nous  poserons 

ll3>  x'(v)  =  S' 

E  étant  une  quantité  essentiellement  positive  et  indépendante  de  V. 

Dès  lors,  d'après  l'égalité  (u),  l'énergie  cinétique  d'un  système 
quelconque  est  donnée  par  la  formule 

(.3)  ^  =  tl~ 

La  quantité 

(.4)  .*=i;=r 

se  nomme  la  force  vive  du  système. 

La  constante  E  se  nomme  X équivalent  mécanique  de  la  chaleur; 
nous  verrons  plus  tard  la  raison  de  cette  dénomination.  La  valeur  de 

Jour/i.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III,   i8ç,<.  4° 
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•  clic  constante  dépend  des  unités  de  longueur,  de  temps,  de  masse  cl 
d'oeuvre.  L'égalité  (12)  montre  eu  effel  que,  si  l'on  prend  la  masse 
étalon  r  au  repos  ci  si  on  la  lance  avec  une  vitesse  qui  lui  lasse  par- 
courir l'unité  de  longueur  pendant  l'unité  de  temps,  l'œuvre  effectuée 

1  •  •  1    <    ■ 

devra  elle  numériquement  eealc  a  — p« 

I  l'après  les  égalités  (8),  (i3)et  (1  \  ),  l'énergie  d'un  système  quel- 
conque esl   donnée  par  la  formule 

d»)  Ci  X,  ...://.  r.  w.  ..  .)        I    1  y.  'y  ... ,  X)  -f-  g  • 

Relativement  à  l'énergie  interne  I  1  a.  3,  ....  A),  il  nous  reste  une 
dernière  convention  à  poser. 

Dixième  convention  (').  —  La  râleur  de  l*ènergie  interne  d'un 
système  nr  change  pas  lorsqu'on  change  seulement  sa  position  ab- 
solue dans  l'espace,  sans  changer  aucune  des  autres  propriétés 
df  ce  système. 

Vinsi,  parmi  les  variables  a,  3 /.,  celles-là  ne  figurent  pas  dans 

l'expression  de  1  (a,  (3 X)  qui  servent  seulemenl  à  fixer  la  posi- 

tion  absolue  du  s\stèine  dans  l'espace. 

.">.  Le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie.  —  Les  conven- 
tions que  nous  axons  énumérées  dans  ce  qui  précède  nous  oui  amené 
ù  définir  la  forme  d'une  certaine  quantité  algébrique  propre  à  servir 
de  .symbole  à  la  notion  d'oeuvre  effectuée,  pendant  une  transformation 
d'un  système,  par  les  corps  étrangers  à  ce  s\siènie.  Cette  quantité 
algébrique  esl  égale  à  l'accroissement  que  la  transformation  consi- 
dérée l'ait  subir  à  l'énergie  totale  du  système. 

Mais,  dans  le  cas  où  aucun  corps  étranger  au  système  n'agit  sur  le 
-\  stème,  l'œuvre  accomplie  par  les  corps  étrangers  durant  une  modi- 


(')  Celte  convention  pourrait  sembler  évidente  à  quelques  esprits;  si,  toule- 
fois,  on  observe  que  L'énergie  interne  d'un  système  dépend  du  mouvement  ab- 
solu de  ce  système,  on  voit  qu'il  ne  serait  nullement  absurde  de  la  regarder 
comme  dépendant  aussi  des  sa  position  absolue  dans  l'espace. 
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fication  quelconque  du  système  doit  évidemment  être  égale  à  o.  Nous 
sommes  donc  amené  à  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'un  système  matériel,  isolé  dans  l'espace,  éprouve  une. 
transformation  quelconque,  l'énergie  totale  de  ce  système  demeure 
invariable  par  V effet  de  celle  transformation. 

Cette  proposition,  qu'exprime  l'ég'alité 

(  [6)  U(a,  (3,  . . .,  a)  +-  s  =  const., 

constitue  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 

Elle  se  distingue  de  toutes  celles  que  nous  avons  énoncées  dans  ce 
qui  précède.  Celles-ci,  en  effet,  avaient  un  caractère  arbitraire;  en 
dernière  analyse,  nous  sommes  absolument  libres  de  considérer  la 
quantité 

G  =       U(a„,  %.,  ...,  A2) 


£, 


U(a,,f):1,  ...,A() 


et  de  lui  donner  tel  nom  qu'il  nous  plaira,  par  exemple  le  nom  d'œuvre 
accomplie  par  les  corps  étrangers  au  système.  Mais,  lorsque  nous 
énonçons  que,  dans  toute  transformation  d'un  système  isolé,  il  existe 
une  quantité  de  la  forme 

U(a,  p,  ...  X)-h  E, 

qui  demeure  invariable,  nous  énonçons  une  proposition  dont  les  con- 
séquences peuvent  être  ou  conformes  ou  contraires  à  l'expérience  : 
une  proposition  que  nous  ne  pouvons  pas  admettre  ou  rejeter  à  notre 
fantaisie;  en  un  mot,  une  hypothèse  physique,  la  première  que  nous 
avons  rencontrée  jusqu'ici.  Les  considérations  exposées  aux  nos  1  et 2 
ont  pour  but  d'introduire  cette  hypothèse,  de  nous  conduire  à  la  for- 
muler; elles  ne  la  démontrent  pas.  C'est  à  l'expérience  d'en  vérifier  les 
conséquences  plus  ou  moins  éloignées. 
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CHAPITRE  III. 

LS    TRAVAIL    ET    LA    QUANTITE    DE    CHALEUR. 

1.  Etablissement  d'une  équation  fondamentale.  —  Considérons 
un  système  S,  isolé  dans  l'espace,  el  susceptible  d'être  lui-même 
subdh  isc  en  deux  systèmes  indépendants,  S  ci  S  . 

Soient  at,  3 X,  a,  A,  ....  I  les  variables   qui   déterminenl    la 

position  du  système  S.  isolé  dans  I  espace  cl  son  étal  ;  k,  3,  . . .,  a  sonl 
celles  de  ces  variables  qui  figurenl  dans  les  équations  (i)  du  (-lia- 
pi  lit*  I  relatives  au  système  S;  a,  Z»,  . . .,  /  sonl  celles  qui  n'y  figurent 
pas. 

Soient,  de  même,  x,  3' X',   a\   l> /'   les  variables  qui 

déterminent  la  position  du  système  S  ,  isolé  dans  l'espace,  h  son  état. 

Si  le  système  S  était  isolé  dans  l'espace,  son  énergie  interne  serait 

une  certaine  fonction  de  oc,  (3 X,  a ,  l> /.  que  nous  désignerons 

par 

l  (*,  ) X,  a,  h /). 

Sa  force  vive  serait  une  forme  quadratique  des  variables 

d*  rfp  <n 

"=,/,'         r  =  ,77'         •••'        w=dl> 

elle  dépendrait  en  outre  d'une  manière  quelconque  des  variables  a, 

3 X,  mais  point  des  variables  a,  f>,  ...,/.  Soit  C cette  force  vive. 

Si  le  système  S'  était  isolé  dans  l'espace,  son  énergie  interne  serait 

une  certaine  fonction  de  a7,  y X',  a',  tV,  ...,  /',  que  nousdésigne- 

rons  par 

U'(<x',P',  ...,X\  a',  &',...,  /'). 

Sa  force  vive  serait  une  forme  quadratique  des  variables 

ch'  ,        dV  ,        dV 

u=~d7>        v  =  dï'        •••'        w=7u> 


COMMENTAIRE    AUX    PRINCIPES    DE    LA    THERMODYNAMIQUE.  3of, 

elle  dépendrait  en  outre  dune  manière  quelconque  des  variables  a  . 
fi',  ...,  X',  niais  point  des  variables  a',  p',  ...,  /'.  Soit  £  celle  force 
vive. 

Considérons  le  système  S. 

Si  l'on  connaît  les  variables 

a,  [i,  ...,  A,  a,  //,  ...,/. 
a',  (*',  ...,  A',  a,  />',  ....  /', 

on  connaîl  la  position  et  l'état  de  chacun  des  deux  systèmes  S  el  S 
<[iii  le  composent;  on  connaît  donc  l'état  du  système  £.  L'énergie 
interne  du  système  2  sera  une  fonction  de  ces  variables.  Désignons-la 

par 

Y(a,  p,  . . .,  A,  «,  b,  ...,/,  a',  fT,  . . .,  A',  a',  //,  .  . .,  /  ». 

Nous  pourrons  évidemment  écrire 

i  Y  =       U(a,  %  ...,  A,  a,  b I) 

(i)  H-Ù'(a',P'ï...;X',a,>^ /') 

'  H-^"(a,  p,   ...,  A,  a,  A,   ...,/,  a,  fi',  ...,A',  a\  //,..../'>. 

Quant  à  la  force  vive  du  système  £,  elle  est  évidemment  égale  à 
(£  +  €')• 

L'énergie  totale  du  système  1  aura  pour  valeur 

(2)  e  ==  Y -4- £(*  +  «')■ 

Ecrivons  que  la  modification  infiniment  petite  éprouvée  par  le  sys- 
tèmes,  pendant   le   temps  dt,  laisse   invariable    la  valeur  de   cette 


I,     rf'' 
'*  =  7/7' 


énergie  C. 

Posons 

da 
ï=dl' 

7. 

_   d6 

~_  7/7' 

,       da1 

x' 

db> 

dt  ' 
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D'après  l'égalité  l  i  |,  pendant  le  temps  <lt*  Y  éprouvera  une  varia 


lion 


,)[  (M 


à\  dW\ 


<)[  (M' 


<n         </«i  \  ,n  in  \  (iy         <r\  \ 


d\  '       dv 


(■as  •  *  ''■   •  Uf  '  *ft  >/.-+-•••+(,,/   '  5FJ  + 


r//. 


Quanl  h  la  variation  subie  pat  la  force  vive  peut  la  ni  le  môme  temps, 
un  calcul  ciuinu  permel  <lc  la  mettre  sous  la  forme 


S<  S         VL    | 


i)Z  il  <)Z 
7h  777  dû 
01       il  01  | 

'  cïp  "  rfi  »>c  ' l 

1  -;-/       ,//  ,>,/   '  " 
1  OV        di  dv    '* 


^i        il  01 


.  0*        a  in.  \ 

y ,))      in  ihv  ) vv 


i)l        £0Z 


,ll. 


Si  nous  exprimons  que  l'énergie  totale  £,  donnée  par  l'égalité  (2), 
csl  demeurée  invariable,  nous  trouvons  l'égalité  suivante 


,)[        j'i         1     01 

O'i  i)j  I.  '    0"*.  ill 


I   OZ  v 
du) 


11 


-+■ 


I  \) 


■  1 

Jl 
5? 


1   ,)n  "*"  da  '  ' 


dX 
dw 
da 
dw 

<h 


1Ï1. 


d* 


il  ,)l 

dt  ôw 
d\ 


W 


dv 


01  01 

d  01' 

rit   Ou' 


W    +  dk' 


1  ,  m 

È  *  dt1 


+  (^7 


Ow 
Oa' 


d  d& 

dt  dir' 
01]' 


w 


or  l 


■h'  = 
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Cette  égalité  fondamentale  va  nous  servir  de  point  de  dépari  pour 
les  considérations  qui  feront  l'objet  du  présenl  Chapitre. 

1.   Du  travail.  —  Posons 


(4) 


E  Ç  =  -  A 

V  °xv          1» 

h  —  =  -  ,t, 

.,  (K 

h  Tb  =*  '  ~  *' 

E  £  -  -  I 

Nous  dirons  <  j[  lk*  les  quantités  A,  1J,  . ..,  L  représentent  les  forces 
exercées  par  le  système  S'  sur  le  système  S;  que  les  quantités  ■  <  . 
ni),  ...,  .c  représentent  les  influences  exercées  par  le  système  S' sur  le 
système  S.  L'ensemble  des  forces  et  des  influences  exercées  par  !<• 
système  S'  sur  le  système  S  se  nommera  l'ensemble  des  actions  du 
système  S  sur  le  système  S. 

La  quantité 

(Aa+  Be  -h...+  Lw)dt 

csi  le  travail  effectué,  pendant  le  temps  ^//,  par  les  foi  ces  que  le  sys- 
tème S   exerce  sur  le  système  S;  la  quantité 

(-to  -f-  il!,-/  -+-...  H-  ^l  )dt 

esl  le  travail  effectué,  pendant  le  temps  dt,  par  les  influences  que  le 
système  S'  exerce  sur  le  système  S.  Là  somme  des  deux  quantités 
précédentes  est  le  travail  effectué,  pendant  le  temps  dt,  par  les  actions 
du  svstème  S'  sur  le  système  S. 

Considérons  une  modification  virtuelle  du  système  S:  soient 

oa,      op,      ....      oA,      o<7.      oh o/ 

les  variations  que  celte  modification  fait  ('-prouver  auv  variables 

a.      [1,      ....      A.      <?,      /;,      ....      /. 
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I  ics  expressions 

\  fa    h  B$0  -h... -H  L8X, 

l    Oa    -  Vloh   -I-  ...  -h   ^  OA. 

\  oa   -   ...   h  L  SX  4-  a.  o<7  +  ...  -h  £  ol 

seront  nommées  respectivement  : 

Travail  virtuel  des  forces  exercées  par  le  système  S'  sur  le  sys- 
Lème  S  : 

Travail  virtuel  des  influences  exercées  par  le  système  S'  sur  le 
système  S  ; 

Travail  virtuel  des  actions  exercées  par  le  système  S' sur  le  sys- 
tème  S. 

Le  travail  (réel  <»u  virtuel)  des  actions  du  système  S'  sur  le  sys- 
tème S  a  pour  valeur,  d'après  1rs  égalités  (  1  ), 

Ce  n'est  pas.  en  général,  la  différentielle  totale  d'une  fonction  uni- 
forme des  variables  oc,  3 X,  a,  />,  ...,/,  qui  déterminent  le  sys- 
tème S.  Pour  transformer  cette  expression  en  une  différentielle  totale, 
il  faudrait  lui  ajouter  le  terme 

c'est-à-dire  le  travail  des  actions  du  système  S  sur  le  système  S'. 

\insi  le  travail  des  actions  du  système  S'  sur  le  système  S  n'est 
pas.  en  général,  une  différentielle  totale,  mais  le  travail  des  actions 
mutuelles  des  deux  systèmes  S  et  S'  est  toujours  la  différentielle 
totale  d' une  fonction  qui  est  dé  finie  d'une  manière  uni  forme  lors- 
qu'on connaît  l'état  du  système  2  constitué  par  l'ensemble  de  deux 
systèmes  S  et  S'. 

La   fonction    E*F,  dont  la  différentielle    totale,  changée  de   signe, 
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donne  le  travail  des  actions  mutuelles  des  deux  systèmes  S  et  S',  se 
nomme  le  potentiel  de  ces  actions. 

Comme  la  fonction  Y,  ce  potentiel  dépend  des  propriétés  des  deux 
systèmes  S  et  S'  et  de  leur  position  relative,  mais  point  de  la  situa- 
tion absolue  que  le  système  S  occupe  dans  l'espace;  il  en  est  de 
même  des  actions  mutuelles  des  deux  systèmes  S  et  S'. 

Ce  théorème  peut  se  généraliser  et  s'étendre  à  un  système  2  formé 
de  n  systèmes  indépendants  Sn  S2,  ...,  SB.  Pour  ne  pas  compliquer 
1rs  notations,  sans  avantage  sérieux  au  point  de  vue  de  la  généralité, 
nous  supposerons  le  système  S  formé  seulement  de  trois  systèmes 
partiels  S,,  S2,  S3. 

Soient 

oc , ,  . . . ,  A , ,  a , ,  . . . ,  / , , 

a2,  . . .,  A2,  «2,  . . .,  /2, 

les  trois  systèmes  de  variables  qui  définissent  respectivement  l'état  de 
chacun  des  trois  systèmes  Sn  S2,  S3. 
Soient 

U,(an  ...,X«,an  ...,  /,), 

U2(a2,  . . .,  A2,  «2,  . . .,  /2), 

U3(a3,  ...,  A3,  a3,  . . .,  /3) 

les  énergies  internes  de  ces  systèmes  considérés  isolément. 

L'énergie  interne  du  système  S  pourra  évidemment  être  mise  sous 
la  forme'suivante  : 

j  Y  =  U,  -+-  U2  +U3  +  iF(a,,...,  A,,  «,,...,/,, 
(5)  <  a2,  ...,  A2,a2,  ...,/2? 

K3  7    •  •  '  J   ^3)  aM    '  •  •?   H)' 

Pour  former  la  fonction  lF,  nous  pouvons  opérer  de  la  manière  sui- 
vante :  nous  envisageons  d'abord  le  système  223  formé  par  l'ensemble 
dos  deux  systèmes  S2  et  S3;  l'énergie  interne  de  ce  système  sera  de  la 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  III,  1892.  4' 
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forme 


(6) 


-i-  ^V,)^ X„  aa /,,  a,,  . . .,  X:M  o3,  ...,  /.,  >. 


Combinons  ensuite  ce  système  £a3  avec  le  système  Sn  de  manière  à 
Former  l<*  système  £.  L'énergie  interne  de  ce  système  sera  de  la  forme 

I  T=  I,  +Y„  +-  \,  (a ,x,,«, /,, 

(7)  a,.  ...,Xa,aa,  ...,/,, 

I  .a  comparaison  des  formules  (  5  ),  (6  )  el  (  7  )  donne  l'égalité 

,   M'  =  ^«(ota,  ...,X„  aa,  ...,  Ja,a3,  ...,X3,a3 I,  > 

'  +  X,(« ,Xna, /,, 

(    J  / 

«3 '-:n":l |^)« 

Les  définitions  posées  dans  ce  qui  précède  nous  montrent  que  les 
actions  exercées  sur  le  système  S,  par  le  système 2)a3,  c'est-à-dire  par 
l'ensemble  des  systèmes  Sa,  S8,  sont  déterminées  par  les  égalités 

V  pâXt  ,  va*} 

;\  ,    —   —    \  j  1  -  l. ,  —  —    l  j  -; 1 


(  ',  bis  ) 

qui  peuvenl  s'écrire,  en  vertu  de  l'égalité  (<S), 

(  .',  ter) 


]     -       R  — ' .         y  -  -  E  ^ 


A,  =  — L-r-»       „\t=z-h-— 

(J*  1  fM , 


Les  actions  que  le  système  S$  subit  de  la  part  de  l'ensemble  des  s\s- 
tèrnes  S3  et  S,  ;  les  actions  que  le  système  S3  subit  de  la  pari  de  l'en- 
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semble  des  systèmes  S,  et  S2  sont  déterminées  d'une  manière  analogue. 
(  )ii  déduit  aisément  de  là  la  proposition  suivante  : 

Dans  un  système  complexe,  formé  de  plusieurs  systèmes  indé- 
pendants, chacun  de  ces  derniers  subit  certaines  actions  de  la  part 
de  l'ensemble  des  autres;  toutes  ces  actions,  prises  ensemble,  ad- 
mettent un  potentiel. 

Ce  potentiel  YLW  dépend  des  propriétés  des  divers  systèmes  indé- 
pendants qui  composent  le  système  complexe,  et  de  leur  position 
relative;  il  ne  dépend  pas  de  la  position  absolue  que  le  système 
complexe  occupe  dans  l'espace. 

Ues  démonstrations  analogues  à  celle  qui  a  fourni  L'égalité  (8)  per- 
mettent d'écrire,  en  faisant  usage  de  notations  semblables,  les  égalités 


l  S  bis) 


w 

=  ^«(«8,   •• 

.,  X3,  «.,, . . 

.,  /,,aM 

+  X2(a2,. 

. .,  A2,  a.,,  . 

..,/2, 

a:i,  . 

..,  A:1,a3,  . 

..,/„ 

a,,  . 

. .,  a, ,  a \ ,  . 

-.,*.); 

w 

=•¥„(«„.. 

.,  A,,  «7,,  . . 

.,/,,a2, 

H-X,(a„  . 

.  .,"A3,  a;!,  . 

.-,/:,, 

a,,  . 

..,/>,,«,,. 

..,/,, 

ou,  . 

. .,  A2,  a.,,  . 

..,/2). 

<  A,,  a ,lt) 


,  A,,  W2< 


,4) 


<  les  égalités  (8)  et  (8  bis)  seront  évidemment  vérifiées  si  l'on  pose 


(9) 

qui  entraînent 


=  V23 


~  2  3  1 


^  =  T2:t4-^,  +  Ml2. 


mais  elles  n'entraînent  pas  nécessairement  ces  égalités  (9). 
\  oyons  à  quelles  conséquences  conduiraient  ces  égalités  (9). 
Les  actions  que  le  système  S2  exercerait  sur  le  système  S,,  si  ces 
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deux  systèmes  existaient  sru  1s,  seraient  données  par  les  égalités 


1 ,es  actions  que  le  système  S.,  exerce  rail  sur  le  système  S, ,  si  ces  deux 
systèmes  existaient  seuls,  seraient  données  par  les  égalités 


\      -      F.      "  i      —       F 


i  .1 


.      i 


â%t  ,:1  dat 


Ces  égalités,  jointes  aux  égalités  (  j  bis  )  et  aux  égalités  (9),  donnenl 


Lf=  L,,,-t-  L,3, .       £,=  4Li2-+-  -C,,. 

De  ces  égalités*,  et  d'autres  égalités  analogues,  qui  se  démontreraient 
de  la  même  manière,  <>n  déduirait  le  théorème  suivant  : 

Dans  un  système  complexe  formé  de  plusieurs  systèmes  indé- 
pendants, les  actions  que  chacun  de  ces  derniers  subit  de  la  part 
de  l'ensemble  des  autres  s'obtiennent  en  superposant  les  actions 
qu'il  subirait  de  la  part  de  chacun  des  autres,  si  chacun  des  autres 
était  placé  seul  en  sa  présence. 

(  )u  voit  que  ce  théorème,  bien  que  compatible  avec  la  définition 
des  actions  mutuelles  qui  s' exercent  entre  divers  systèmes,  n'en  est 
cependant  pas  une  conséquence  nécessaire.  Toutes  les  fois  que,  dans 
une  théorie  particulière,  on  en  admettra  l'exactitude,  on  fera  par  cela 
même  une  hypothèse. 

Revenons  à  l'étude  générale  d'un  système  £  composé  de  n  systèmes 
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indépendants  S,,  S2,  «..,  Sn.  Supposons  que  ces  n  systèmes  soient  n 
corps  dont  chacun  occupe,  dans  l'espace,  une  position  variable,  mais 
possède  un  état  invariable.  Nous  dirons  alors  que  toute  modification 
du  système  est  un  déplacement  sans  changement  d'état. 

Lorsqu'on  déplace  simplement  le  système  S,  dans  l'espace,  sans  en 
changer  les  propriétés,  l'énergie  interne  U,-  de  ce  système  demeure 
invariable;  par  conséquent,  dans  un  déplacement  sans  changemenl 
d'état,  chacune  des  quantités  U,,  U2,  ...,  Urt  demeure  invariable. 
D'après  l'égalité  (5),  l'énergie  interne  Y  du  système  Z  ne  diffère  que 
par  une  constante  de  la  fonction  W.  On  arrive  donc  au  théorème  sui- 
vant : 

Lorsqu'un  système  complexe,  formé  de  plusieurs  systèmes  indé- 
pendants, est  assujetti  à  n'éprouver  que  des  déplacements  sans 
changemenl  d'état,  l'ensemble  des  actions  qui  sy exercent  entre  les 
divers  systèmes  partiels  admet  pour  potentiel  le  produit  de  l'éner- 
gie interne  du  système  complexe  par  l'équivalent  mécanique  de  la 
chaleur. 

Ce  théorème  est  très  fréquemment  employé  dans  les  applications 
de  la  Thermodynamique. 

De  ce  théorème  en  découle  un  autre  : 

Soit  C  la  force  vive  du  système  2.  L'énergie  totale  de  ce  s\slème 

aura  pour  valeur  (Y -h  p^)-  Si  le  système  2  est  isolé,  celle  énergie 

totale  ne  peut  varier.  L'égalité 

Y  +'«€=  const. 

doit  subsister  dans  toute  modification  du  système.  Si  le  système  2 
est  assujetti  à  n'éprouver  que  des  déplacements  sans  changement 
d'état,  cette  égalité  pourra  être  remplacée  par  la  suivante 

EW-+-%  =  const. 
ou 

EdW  +  dQl  =  o. 
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Or  t      Erf^F)  représente  Le  travail  qu'onl    effectué  1rs   actions  qui 

s'exercent  entre  les  systèmes  S,,  Sa S„,  pendant  que  la  force  vive 

du  système  X  a  augmenté  de  '/<£  :   nous  pouvons  doue  énoncer  le 
théorème  suivanl  : 

Concevons  un  système  complexe,  formé  de  systèmes  indépen- 
dants, isolé,  et  assujetti  à  n'éprouver  que  des  déplacements  sans 
changement  d'état ;  dans  toute  modification  réelle  que  subit  un  pa- 
reil  système,  su  forci'  vive  subit  un  accroissement  égal  au  travail 
qu*  accomplissent  les  (/étions  qui  s'exercent  entre  les  divers  systèmes 
partiels  dont  if  est  composé. 

Ou  remarquera  que  nous  avons  défini  les  forces  et  les  influences 
qu'un  ^Nsirnic  matériel  subil  de  la  pari  d'un  autre  s\sièine  donl  il  esl 
indépendant;  nous  n'avons  pas  défini  les  forces  ou  les  influences  qui 
s'exercenl  entre  deux  parties  d'un  même  système,  lorsque  ces  deux 
parties  ne  peuvent  rire  regardées  comme  deux  s\  sièmes  indépendants. 
Parfois,  en  Physique,  on  parle  de  semblables  forces  ou  de  semblables 
influences;  c'est  ainsi  qu'en  blectrodynamique  on  [tarie  des  actions 
qui  s'exercent  entre  les  diverses  parties  d'un  même  coud  ne  leur  traversé 
par  des  courants.  Lorsqu'on  voudra  considérer  de  semblables  actions, 
on  devra  en  donner  une  définition  spéciale,  et  il  n'y  aura  pas  lieu  de 
s  étonner  si  les  actions  ainsi  définies  ne  satisfont  pas  à  certains  théo- 
rèmes auxquels  les  actions  qui  s'exercenl  entre  systèmes  indépendants, 
définies  comme  nous  venons  de  le  faire,  soni  nécessairement  assujet- 
ties. Cette  remarque  trouve, en  Électrodynamique  et  en  Électroma- 
gnétisme, d'importantes  applications. 

5.  De  la  quantité  de  chaleur.  —  Revenons  à  l'équation  fondamen- 
tale (3). 


Posom 


[  0 


d*        à*        (li  du) 


h  d\  ^  oî     dtd^)" 


E^)^...^-Ef)+]^  =  E^Q, 
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A'— FA 


dVé       dt'        d  ov 


du.         <h'         dt.  Oit' 


ii' 


(io  bis)     '  /T  ,       r-  àV         dt'  d  dt' 


r//  =  lw/()  . 


L'égalité  (3)  deviendra,  en  tenant  compte  des  égalités  (4)  et  des 
égalités  analogues  relatives  aux  actions  du  système  S  sur  le  sys- 
tème S'. 

(u)  d()  +  d(Y=o. 

Nous  donnerons  à  la  quantité  dQ  le  nom  de  quantité  de  chaleur 
dégagée  par  le  système  S  dans  le  temps  dt\  lorsque  cette  quantité 
sera  négative,  nous  dirons  que  sa  valeur  absolue  est  la  quantité  de 
chaleur  absorbée  par  le  système  S  durant  le  même  temps.  La  quan- 
tité dQ'  sera  de  même  nommée  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le 
système  S'  pendant  le  temps  dt. 

L'égalité  (i  i)  nous  enseigne  alors  que,  si  l'on  considère  un  système 
complexe  isolé  2,  formé  de  deux  systèmes  indépendants  S  et  S', 
da/is  toute  modification  réelle  du  système  S,  l'un  des  deux  sys- 
tèmes S,  S',  déneige  autant  de  chaleur  que  l'autre  en  absorbe. 

Supposons  le  système  S  isolé  dans  l'espace.  Le  système  S'  n'existant 
pas,  tous  les  termes  qui  composent  le  premier  membre  de  l'éga- 
lité (io  bis)  sont  identiquement  nuls.  Il  en  est  de  même  de  dQ'  cl 
partant,  d'après  l'égalité  (i  i),  de  dQ.  De  là  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'un  système,  isolé  dans  l'espace,  éprouve  une  modification 
réelle^  il  té  absorbe  pas  et  ne  dégage  pas  de  chaleur. 

Diverses  théories  de  Physique  nous  conduisent  à  regarder  un  corps 
comme  susceptible  de  dégager  de  la  chaleur  ou  d'en  absorber  alors 
même  que  ce  corps  nous  semble  isolé  dans  le  vide;  cette  manière  de 
voir  n'est  compatible  avec  la  définition  que  nous  venons  de  donner 
pour  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  un  système  que  si  nous  re- 
gardons l'espace  qui  nous  semble  vide  comme  rempli  par  un  certain 
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corps,  L'éther,  Cette  remarque  aide  à  Baisir  l'importance  du  théorème 
précédent. 
Posons 

\         <7a  (h  ilt  Ou 

, 

pdl  t)i  il    Ot         .  ,,, 

àh        <)/.        df  d» 
(  i  2  A/.v)  

Nous  donnerons  aux  quantités  lia,  ...,  Il>,,  a,,,  ...,  .••;,  le  nom  de 
coefficients  calorifiques  du  système  S,  soumis  à  L'action  du  système  S' 
cl  animé  du  mouvement  qui  ranime  à  L'instant  t.  Mous  voyons,  en 
effet,  que  ces  coefficients  dépendent  : 

i"  I  >es  propriétés  du  système  S; 

2°  Des  vitesses  et  des  accélérations  des  divers  points  de  ce  sys- 
tème; 

>"  Des  actions  du  s\  stème  S' sur  le  système  S. 

Envisageons  une  modification  virtuelle  Sa,  ...,SX,  Sa,  .  ..,o/dn 
systèmeS.  Par  définition,  La  quantité 

(  1 3  )        rfQ  =  —  ( lla  ça  h- . . .  -f-  R>  SX  -h  &„Sa  -K . . ■+■  &,  S/) 

se  nomme  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système  S  dans  la 
modification  virtuelle  considérée. 

(  lette  quantité,  on  le  voit,  n'est  pas,  en  général,  la  différentielle  totale 

d'une  fonction  de  a,  . . .,  X,  a,  . . .,  /,  car  les  coefficients  de  Sa,  . . .,  SX, 
Sa,  . . .,  Si  dépendent,  en  général,  d'antres  variables. 
Nous  savons  que  la  quantité 

(i  4)  cfe  =  A  Sa  -h. . .  ■+-  L  SX  •+■  x  Sa  -h . . .  -h  f$l 

représente   Le  travail  virtuel  des  actions  exercées  sur  le  système  S. 
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Nous  donnerons  à  la  quantité 

,        /OU        d  d&\^  /d*>        d  d<t\  ^ 

{li)  dX==\Ta   ~  dtd7<)°*+ ■••-+ idî-dt^) ,0A 

le  nom  de  travail  virtuel  des  forces  d'inertie  appliquées  au  sys- 
tème S. 

Les  égalités  (12),  (iibis),  (i3),  (14)  et  (i5)  nous  donnent  alors 
l'égalité  suivante,  applicable  à  toute  transformation  virtuelle  du  sys- 
tème S, 

(  16)  E(7/Q  +  &U)=  ds  -+-  d~. 

En  multipliant  par  V équivalent  mécanique  de  la  chaleur  la 
somme  de  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  un  système  durant 
une  'modification  virtuelle  et  de  la  variation  subie  par  l'énergie 
interne  du  système  durant  la  même  modification,  on  obtient  un  cer- 
tain produit;  ce  produit  est  égal  au  travail  virtuel  des  actions  exté- 
rieures et  des  forces  d' inertie  appliquées  au  système. 

Cette  proposition  constitue  l'énoncé  le  plus  général  de  la  loi  de 
l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail. 

Lorsqu'on  a  affaire  non  plus  à  une  modification  virtuelle  quel- 
conque, mais  à  une  modification  réelle,  l'égalité  (16)  peut  se  trans- 
former. Dans  ce  cas,  en  effet,  le  travail  dz  des  forces  d'inertie  devient 
égal  à  la  variation  changée  de  signe  de  la  force  vive,  et  Ton  peut 
écrire 

(17)  dt-EdQ=j((E\J  +  <t)dt. 

(  )n  voit  que,  pour  toute  modification  réelle,  la  quantité 

dç  —  E  dQ 

est  une  différentielle  totale . 

(  Considérons  un  système  £  formé  de  deux  systèmes  partiels  indé- 
pendants, S,,  S2;  soit  g  le  système  formé  par  l'ensemble  des  corps 
étrangers  à  E. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  VIIT.  —  Fasc.  III,  1893.  4^ 


Soient 
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U,(a(,  ...,  X,,  a ,  /,), 

I  ,i  aa,  . . .,  X,,  a, /,) 

les  énergies  internes  des  systèmes  S, ,  S.,,  considérés  isolément. 
Le  système  1  aura  pour  énergie  interne  la  quantité 

V--I  ,  +  l,  +-  XV,.,(  y. X,,a ,  /,,  a,,  ...,  X,,  à, /a  ). 

Soil  //  l'énergie  interne  du  système  a  considéré  isole' ment.  L'énergie 
interne  <lu  système  formé  par  l*ensemble  ~t  aura  pour  expression 

Y  -H  B  +  X, 

\  dépendant  des  variables  qui  définissent  la  position  et  les  propriétés 

<lr  chacun  des  trois  systèmes  Sn  Sa,  a. 

Supposons  que  le  système  i  ('prouve  une  modification  virtuelle 

oy. ùkn     ùan     ...,     ofn     ôaa,     ...,     ùÀa,     ôoa,     ...,     c/,,, 

et  cherchons  l'expression  <!<•  la  quantité  de  chaleur  dQ  dégagée  par  le 
système  -.  Nous  aurons 


,)\       <n 


LrfQ=—  Et-  +  E-: H-  07., 


i  d  dr       ..  d\       d<i       rf  d£\  ^ 

H-  (   K  -rr-    H-    h   -y: -jr*     -+-    -77    -y—        ôX, 

1  dX,  dX,  dX,  ^   dtV,/  ' 

p(ir        „  dX        (M        d   d%\  cn 
L-r hL 1-  -j-  -y-    oaa 

yot.,  d«j  ola,  <i£  <///o/ 


4- 


(e 

dr 

dX2 

-h 

L  dX, 

d® 

rf   d<£ 
~dl  dw 

■)  oX2 

(E 

dT 

-+- 

v  d«2// 

i$a,-K. 

.-4- 

(B 

dï 
'd/s 

0/, 
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Mais  la  force  vive  %  du  système  Z  est  la  somme  des  forces  vives 
&,,  <2u  des  systèmes  S,,  S2.  On  voit  donc  sans  peine  que  l'égalité  pré- 
cédente peut  s'écrire 


r./() 


"Ef(U,^12+X,-^  +  ^ 

c'a,   v  '"  da,  <r/7  c>», 


oa. 


6A, 


E  o4  (u-  + ir-  +  X')S"«  +■••+■ E^  <U«  +  T- 


\)c/, 


[ E 1-  < 

U2 

+-irl2 

4-X)- 

-f- 

.E  55  < 

u2 

-+-t<2 

4-  X)  - 

-h 

1  3^1  &■ 

E£< 

us 

+  tf.i 

-hX)&^-+ 

+  E3^(U" 

E(û?Q 

H- 

<*Q,)» 

X  )  o/., 


rfQn  c/Q2  désignant  les  quantités  de  chaleur  que,  dans  la  même  mo- 
dification virtuelle,  dégagent  les  deux  systèmes  S,,  S.,.  On  arrive 
ainsi  au  théorème  suivant  : 

Lorsqu'un  système  est  formé  de  plusieurs  parties  indépendantes, 
ta   quantité  de  chaleur  qu'il  dégage  dans  une  modification  vir- 
tuelle quelconque  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  quantités 
de  chaleur  que  ses  diverses  parties  dégagent  dans  la  même  modi- 
fication. 

Ce  théorème  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

Ici  vient  naturellement  se  placer  une  réflexion  semblable  à  celle  que 
nous  a  suggérée  la  définition  du  travail  :  on  ne  peut  parler  de  la  quan- 
tité de  chaleur  dégagée  par  chacune  des  parties  d'un  système  qu'au- 
tant que  chacune  de  ces  parties  peut  être  considérée  comme  un  sys- 
tème indépendant.  Lorsque  les  diverses  parties  d'un  système  ne  sont 
pas  indépendantes  les  unes  des  autres,  le  mot  :  quantité  de  chaleur 
dégagée  par  chacune  d'elles  n'a  aucun  sens. 
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i.   Le  problème  classique  de  la  Dynamique,  —  Supposons  que, 
pour  mi  certain  système,  Les  coefficients  calorifiques 

\v3.       ..,      Iî>,,     <'i„,     ...,     &t 

soienl  tous  égaux  à  o  identiquement,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la 
((nantit/1  di1  chaleur  dégagée  par  le  système  dans  une  modification 
réelle  ou  virtuelle  quelconque  soit  égale  à  o.  Les  égalités  (12)  et 
(  1  a  bis)  <l<-\  tendront 


(18) 


E    1 C  +  7,   j A  =  o, 

(IX  (/T.  lit       OU 


'  <h         01  "*"  dt  dw  ~~       ~  °' 


I  1 S  bis  ) 


.  ,/t 
Ew--^  =  o. 


(  )n  reconnaît  Les  équations  du  mouvement  d'un  système  dans  lequel 
les  frottements  sont  nids;  dans  le  cas  que  l'on  étudie  ordinairement  en 
Mécanique,  il  n'existe  pas  d'autres  variables  que  celles  qui  figurent 
dans  les  équations  |  1  |  <ln  <  ihapitre  I  ;  il  n'existe  donc  pas  d'équation 
du  type  |  1 8  bis  i  ;  tontes  les  équations  qui  régissent  le  mouvement  du 
système  <>ut  la  tonne  (  iS  ),  donnée,  on  le  sait,  par  Lagrange. 

(  )n  voit  que  les  lois  de  la  I  )\  namique  rentrent ,  comme  cas  particUr 
lier,  dans  les  lois  de  la  Thermodynamique  ;  elles  se  déduisent  de  ces 
dernières  en  supposant  tons  les  coefficients  Calorifiques  du  système 
égaux  à  o;  mais  dans  quel  cas  cette  hypothèse  est-elle  vérifiée?  (Test 
une  question  qui  reste  à  examiner  et  que  rien,  dans  ce  que  nous  avons 
dit  jusqu'ici,  ne  permet  de  résoudre.  Dans  la  plupart  des  cas,  elle  n'est 
résolue  que  par  voie  d'hypothèse,  direct*.'  ou  indirecte.  D'ailleurs, 
nous  verrons  plus  tard  qu  iljwiste  une  autre  manière,  distincte  de 
celle-là,  de  faire  dériver  les  équations  de  la  Dynamique  des  équations 
de  la  Thermodynamique. 


COMMENTAIRE    AUX    PRINCIPES    DE    LA    THERMODYNAMIQUE.  3^5 

5.  Calorimêtric.  —  Imaginons  un  système  isole  formé  lui-même 
de  trois  systèmes  indépendants,  S,,S2,  S3,  à  l'égard  desquels  nous 
ferons  certaines  suppositions. 

Soient  U,,  U2,  U.,  les  énergies  internes  des  systèmes  Sn  S2,  S3  con- 
sidérés isolément;  l'énergie  interne  du  système  complexe  formé  par 
leur  ensemble  pourra  s'écrire 

Y  =  U<  +  U2H-Us4-*$<\ 

i°  A  Fégard  de  la  fonction  W,  nous  supposerons  qu'elle  soit  de  la 
forme 

la  fonction  Wy  dépendant  uniquement  des  variables  qui  caractérisent 
l'état  des  deux  systèmes  St-,  Sy.  Cette  hypothèse  entraine  la  consé- 
quence suivante  :  Les  actions  que  l'un  quelconque  des  trois  systèmes 
S,,  S2,  S3  éprouve  de  la  part  de  l'ensemble  des  deux  autres  s'obtien- 
nent en  composant  entre  elles  les  actions  qu'il  éprouve  de  la  part  de 
chacun  des  deux  autres  pris  isolément. 

i°  Les  actions  du  système  S3  sur  le  système  S,  sont  nulles,  ou  sont 
telles  qu'elles  n'effectuent  aucun  travail  dans  les  modifications  du  sys- 
tème S,  que  l'on  a  à  étudier. 

3°  Les  actions  du  système  S2  sur  le  système  S,  sont  nulles;  il  en  est 
de  même  des  actions  du  système  S,  sur  le  système  S2. 

De  ces  deux  hypothèses  résultent  les  conséquences  suivantes  : 

Dans  les  modifications  du  système  S,  que  l'on  a  à  étudier,  le  travail 
des  actions  extérieures  appliquées  à  ce  système  est  toujours  égal  à  o. 

Les  actions  extérieures  appliquées  au  système  S2  se  réduisent  aux 
actions  exercées  par  le  système  S3. 

4°  La  quantité  de  chaleur  dégagée  ou  absorbée  par  le  système  Sa 
est  constamment  égale  à  o. 

Gomme  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  l'ensemble  S,,  S2,  S33  qui 
forme  un  système  isolé,  doit  être  égale  à  o;  comme,  d'autre  pari,  cette 
quantité  de  chaleur  doit  être  égale  à  la  somme  des  quantités  de  chaleur 
dégagée  par  chacun  des  trois  systèmes  S,,  S2,  S.t,  on  voit  que  la  quan- 
tité de  chaleur  fl£Q2,  dégagée  pendant  le  temps  dt  par  le  système  S,, 
sera  égale  et  de  signe  contraire  à  la  quantité  de  chaleur  dQn  déga- 
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gée  par  le  système  S,  pendant  le  même  temps, 


(19) 


rfQ,   .   rfQa=  o. 


\  regard  de  la  quantité  rfQn  on  peul  écrire,  en  vertu  de  l'éga- 
lité (10),  et  en  observant  que,  d'après  nos  hypothèses, 


égalité  suivante 


I    (E 


H-  — 


l'.n  vertu  de  I  égalité  |  19  ),  celle-ci  devient 


dt  =  -    ÈdQt. 


ËrfQ, 


r.  dU|  <-/    fXL,  (KL,   . 

<h,  <ll   ô(ix  fla,    ' 


'     Wt   +  dt  (U\         ^    >,r' 


(^/, 


d/, 


,//. 


Cette  égalité  s'intègre  immédiatement  et  donne  l'expression  suivants 
pour  la  quantité  de  chaleur  Qs  dégagée  par  le  système  S2  pendant  une 
modification  finie  quelconque 


1  20) 


EQ,  =  Eu;-f-€;-Eu;-€;, 


1  ',,  £  représentant  lr*s  valeurs  de  Un  &,  à  l'instant  initial  de  la  rnodi- 
fi  cation,  et  U*,C"  représentant  les  valeurs  de  U, ,  C,  à  l'instant  final 
de  la  même  modification. 
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Celte  égalité  (20)  permet  déjà  d'apprécier  l'égalité  des  quantités  de 
chaleur  dégagées  par  des  modifications  différentes  produites  au  sein 
de  systèmes  différents. 

Supposons,  en  effet,  que  nous  conservions  le  système  Sn  mais  que 
nous  remplacions  l'ensemble  (Sa,  S3)  par  divers  ensembles  (S.,.  S,  >, 
(S*,  S*),  . . .,  les  hypothèses  indiquées  demeurant  toujours  vérifiées. 
Si,  durant  des  modifications  diverses  de  ces  divers  ensembles,  le  sys- 
tème S,  est  toujours  parti  du  même  état  initial  et  du  môme  mouve- 
ment initial  pour  aboutir  au  même  état  final  et  au  même  mouvement 
final,  les  quantités  de  chaleur  Q2,  Q'„,  Q",  ...,  dégagées  dans  ces  di- 
verses modifications  par  les  systèmes  S2,  S!,,  S!|,  . . .,  soumis  respecti- 
vement aux  actions  des  S,,  S',,  S",  . . .,  sont  égales  entre  elles. 

Imposons  maintenant  au  système  S,  de  nouvelles  restrictions  : 

5°  Le  système  S,  est  en  repos  au  début  et  à  la  fin  de  chacune  des 
modifications  que  nous  étudions,  ou,  s'il  est  en  mouvement,  son  mou- 
vement absolu  est  le  même  dans  les  deux  cas; 

6°  L'état  du  système  S,  est  fixé  par  la  connaissance  d'une  seule  va- 
riable a,  ; 

70  Dans  les  modifications  étudiées,  la  valeur  finale  de  cette  va- 
riable cl\  diffère  peu  de  sa  valeur  initiale  a',. 

La  cinquième  hypothèse  nous  donne 

c;  -  %  =  o. 

La  sixième  et  la  septième  nous  permettent  d'écrire 

u;  —  U'(  =  ©,(«;  -  a',;, 

gj,  dépendant  uniquement  de  l'état  initial  du  système  S,. 
L'égalité  (20)  devient  alors 

Si  donc  nous  avons  soin  de  toujours  prendre  le  système  S,  dans  le 
môme  état  initial,  et  si,  dans  diverses  modifications  des  ensembles 
(S,,    S2),  (S'(,    S'2),    (S'j,    S'^),    ...,  nous    observons  les    variations 


'>.<S  p.    DTJHEM. 

(a]  *',),  (aj  —  a',  )',  (a*  —  a!{  )*,  ...  subies  par  la  variable  qui  définit 
l'étal  du  système  S,,  nous  pourrons  déterminer  les  valeurs  relatives 
des  quantités  de  chaleur  Qa",  Qv  Q,,  ...  dégagées  par  les  systèmes 
S,,  S',  S*,  ...  dans  ces  diverses  modifications. 

Le  système  S,  que  nous  venons  de  définir  se  nomme  un  calori- 
mètre. Les  calorimètres  usités  dans  la  prat  ique  ne  réalisent  que  d'une 
manière  approchée  ce  type  idéal  du  calorimètre;  par  des  corrections 
diverses,  Fondées  soit  sur  des  hypothèses  directes,  soii  sur  les  consé* 
quences  de  diverses  théories  physiques,  on  B'efforce  de  diminuer  l'écarl 
pntre  leurs  indications  et  celles  du  calorimètre  idéal.  Nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  de  rechercher  par  quelle  suite  d'idées,  dans  chaque  cas 
particulier,  on  est  conduit  à  admettre  que  le  calorimètre  réel  vérifie 
sensiblement  les  sepl  li\ pothèses  que  nous  avons  énumérées  (' ). 

Le  calorimètre  détermine  le  rapport  de  deux  quantités  de  chaleur 
dégagées  par  deux  systèmes  différents  dans  deux  circonstances  diffé- 
rentes; il  permettra  donc  d<-  déterminer  la  valeur  d'une  quantité  de 
chaleur,  de  la  mesurer  d'une  manière  absolue,  si  l'on  connaît  la  quan- 
tité de  chaleur  prise  pour  unité. 

I  „i  définition  donnée  par  1rs  égalités  (  i  o),  (  i  a);,  (  \  i  bis)  et  (i3),  de 
la  quantité  de  chaleur  dégagée  durant  une  modification  réelle  ou  vir- 
tuelle d'un  système,  montre  «prune  quantité  de  chaleur  est  une  gran- 
deur de  même  espèce  < pi' une  œuvre;  L'unité  de  quantité  de  chaleur  est 
donc  déterminée  lorsqu'on  connaît  l'unité  d'œuvre.  Effectivement,  de 
l'égalité  |  mm.  il  est  Facile  de  conclure  la  proposition  suivante  : 

Si  l'œuvre  accomplie,  durant  une  modification  quelconque  d'un 
système,  par  les  corps  étrangers  à  ce  système,  est  égale  a  Vunité 
d'œuvre;  et  si,  durant  celle  modification^  les  actions  exercées  sur  ce 
système  pur  les  corps  étrangers  n'effectuent  aucun  traçai/,  le  sys- 


I  >a ns  la  pratique,  le  système  Sj,  invariablement  lié  à  la  terre,  ira  pas 
rigoureusement  le  même  mouvement  absolu  au  début  et  à  la  fin  de  chaque 
modification  ;  mais,  étant  données  les  hypothèses  admises  au  sujet  du  mouvement 
absolu  de  la  terre,  le  mouvement  absolu  du  calorimètre  subit,  au  cours  d'une 
opération,  des  variations  qui  n'exercent  qu'une  influence  négligeable  sur  les 
résultats  des  déterminations  expérimentales. 


COMMENTAIRE    AUX    PRINCIPES    DE    LA    THERMODYNAMIQUE.  829 

lème  absorbe  durant  cette  modification  une  quantité  de  chaleur 
égale  à  V unité. 

A  Tégard  de  l'unité  d'oeuvre,  nous  n'avons  jusqu'ici  établi  aucune 
convention;  une  seule  convention  a  été  établie  au  sujet  du  signe  de 
l'œuvre;  nous  sommes  convenus  de  choisir  ce  signe  de  telle  sorte  que 
l'œuvre  accomplie  pour  mettre  un  système  en  mouvement,  sans 
changer  son  état,  soit  positive.  Nous  pouvons  donc  prendre  pour 
unité  d'œuvre  une  œuvre  quelconque,  pourvu  qu'elle  soit  positive. 

Nous  allons  prouver  que  l'œuvre  accomplie  pour  élever  la  tempéra- 
ture de  l'unité  de  masse  d'eau  (dont  nous  supposons  l'état  défini  uni- 
quement par  la  température)  d'une  première  température  déter- 
minée, que  nous  nommons  le  o  de  l'échelle  centigrade,  à  une  autre 
température  déterminée,  que  nous  nommons  le  -(-  i  de  l'échelle  centi- 
grade, est  positive.  Nous  pourrons  alors  prendre  celte  œuvre  pour 
unité  d'œuvre,  l'unité  de  quantité  de  chaleur  sera  la  quantité  de  cha- 
leur absorbée  par  l'unité  de  masse  d'eau,  lorsque,  sans  travail  ex- 
terne,  sa  température   s'élève   de  o°  C.    à  -h-  i °  C. 

Pour  démontrer  la  proposition  énoncée,  imaginons  que  nous  ayons 
un  système  complexe  et  isolé,  formé  lui-même  de  deux  systèmes  indé- 
pendants S  et  S'.  Le  système  S  est  immobile;  son  état  est  supposé 
défini  uniquement  par  sa  température;  le  système  S'  est  un  corps 
mobile  dont  l'état  est  supposé  invariable.  Ces  deux  systèmes  S  et  S' 
n'exercent  aucune  action  l'un  sur  l'autre.  Si  l'on  désigne  par  U(3r) 
l'énergie  interne  du  système  S,  supposé  isolé  et  porté  à  la  tempéra- 
ture â;  par  %  la  force  vive  du  système  S',  l'énergie  totale  de  notre 
système  complexe  aura  la  forme  très  simple 

,.  =  U(â)  +  |. 

Au  début  de  la  modification,  le  système  S  a  la  température  S;  le 
système  S'  est  en  mouvement,  et  sa  force  vive  a  la  valeur  <£.  Le  sys- 
tème S'  vient  heurter  le  système  S  et  rebondit.  Après  le  choc,  il  a  une 
force  vive  C';  le  système  S  a  une  température  z' .  Le  système  étant 

Jouni.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Kasc.  III,  1892.  t\6 


supposé  isolé,  l'énergie  totale  n'a  pas  varié.  On  a  donc 

I    (S)+|     .U(»)H    \ 
ou 

^*     i,;,    u(S> 

fj 'expérience  montre  que  £  <isi  inférieur  à  t£;  donc 

[U(Sr')     -  I   <r)| 
csl  positif. 

Le  système  S,  passant  sans  travail  externe  (>i  sans  variaiion  de  force 
vive  de  la  température  &  à  la  température  .r  ,  absorberait  une  quan- 
tité d<*  chaleur  positive  donnée  par  l'égalité 

(22)  Q        I    (.r')-   U(S). 

N(»us  connaissons  donc  une  modilicalion  qui  absorbe  une  quantité 
de  chaleur  positive.  Le  calorimètre,  qui  nous  donne  en  grandeur  h  en 
signe  le  rapport  d^<  quantités  de  chaleur  dégagées  dans  deux  modifi- 
cations, nous  permet,  dès  lors,  de  déterminer  le  signe  <1<-  toute  quan- 
tité de  chaleur  el  <l<'  prouver  expérimentalement  la  proposition 
énoncée. 

L'unité  de  quantité  d<>  chaleur  étanl  déterminée,  !<•  calorimètre 
nous  permet  d<*  mesurer  une  quantité  quelconque  <!<•  chaleur,  en  par- 
ticulier la  quantité  de  chaleur  Q,  donnée  par  l'égalité  (  22  >.  Si  Ton 
mesure,  d'autre  part,  la  variation  de  force  vive  (<£  —  C"),  on  déduira 
de  l'égalité  (21)  une  détermination  expérimentale  d<>  l'èquïvalenl  mé- 
canique de  la  chaleur  E. 

On  sait  que  G.-A.  Him  a  réalisé  une  expérience  réelle  voisine  de 
l'expérience  idéale  que  nous  venons  de  décrire. 

D'autres  méthodes  ont  été  employées,  notamment  par  Joule,  pour 
ifélerminer  la  valeur  de  E.  Les  principes  posés  conduisent  aisément  à 
la  justification  de  ces  méthodes. 
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Théorie  des  permutations  et  des  arrangements  circulaires 

complets   (  '  )  ; 

Par  M.  E.   JABLONSKI, 

Professeur  au  lycée  Charlemagne. 


PREMIERE  PARTIE. 

METHODE      POUR      CALCULER     LE      NOMBRE      DES      PERMUTATIONS 
ET    DES    ARRANGEMENTS    CIRCULAIRES    AVEC    REPETITIONS. 

1.  La  théorie  des  permutations  et  des  arrangements  avec  ou  sans 
répétitions  est  complètement  faite  pour  le  cas  où  toutes  les  lettres  qui 
les  composent  sont  supposées  placées  en  ligne  droite  ou  plus  généra- 
lement le  long  d'une  ligne  non  fermée;  pour  rappeler  cette  distribu- 
lion,  on  les  appelle  reclilignes.  Lorsque  les  lettres  sont  supposées 
«'cri tes  le  long  d'une  circonférence  ou  d'une  ligne  fermée  quelconque, 
les  permutations  ou  les  arrangements  sont  dits  circulaires  et  je  ne 
crois  pas  que  Ton  ait  encore  résolu  la  question  d'en  déterminer  le 
nombre,  sauf  dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  a  pas  répétition  d'une  ou 
de  plusieurs  lettres.  C'est  pour  la  solution  générale  de  cette  question 
que  je  vais  exposer  une  méthode  très  élémentaire;  je  m'occuperai 
d'abord  des  permutations,  puis  des  arrangements,  cet  ordre  est  ici 
nécessaire,  et  enfin,  dans  la  seconde  Partie  de  ce  travail,  je  montrerai 
comment  on  peut  réduire  les  résultats  en  formules  générales. 


(*)   Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences  (avril  1892). 


)  !  I  Jvni.oNSKi. 

*2.  Permutations  circulaires.  Le  cas  où  aucune  lettre  n'esl 
répétée  csi  bien  connu  :  je  \ais  le  rappeler  cependant,  pour  lui  appli- 
quer le  mode  «le  raisonnement  qui  m'a  conduit  à  la  solution  «l»*  la 
question  générale. 

Soii  O,,,  le  nombre  «les  permutations  circulaires  «le  m  lettres  s;ms 
répétitions!  Q»  •  '•'  même  nombre  pour  ///  —  i  lettres;  si  l'on  applique 
d'abord  la  méthode  usitée  pour  l«'s  permutations  rectilignes  sans  répé- 
titions,  on  trouve  la  Formule  de  récurrence 

I  '  I  Q«,      I  m  -  i)Q„,  ,. 

Elle  diffère  de  la  formule  connue  pour  les  permutations  rectilignes 
simples 


m 


1> 

L  m—  I 


La  raison  en  est  que  ///  —  i  lettres  rangées  «mi  cercles  présentent 
m  —  i  places  seulement  où  l'on  peut  introduire  la  m"'mc  lettre,  tandis 
qu'elles  «ui  présentent  ///,  lorsqu'elles  sont  disposées  <mi  ligne  droite. 
De  la  formule  <  i  ).  on  lire 


(  v>„,      i .  2.3. . .  (m  —  i)  =  {m  —  i)  ! 


ou 


p 

(■A  O   =  —  • 


m 


Cette  méthode  calquée  sur  celle  qui  sert  pour  les  permutations 
rectilignes  ne  réussit  plus  lorsqu'il  va  répétition  «Tune  ou  «h*  plusieurs 
lettres,  il  faut  se  placer  à  un  autre  point  de  vue. 

Concevons  une  permutation  rectiligne  simple  de  m  lettres  et  écri- 
vons ces  lettres  sur  un  cercle,  dans  l'ordre  où  on  les  lit  <k'  gauche  à 
droite,  nous  aurons  ainsi  une  permutation  circulaire  simple  des  mêmes 
Lettres.  Si  au  lieu  de  commencer  la  lecture  par  la  première  lettre  à 
gauche,  on  la  commence  par  une  quelconque,  en  allant  toujours  de 
gauche  à  droite,  et  reprenant  la  lecture  à  partir  «le  la  première  à 
gauche  dès  <jue  Ton  a  atteint  la  dernière  à  droite,  on  retrouve  tou- 
jours la  même  permutation  circulaire  :  donc,  comme  on  peut  com- 
mencer la  lecture  à  partir  d'une  quelconque  des  ///  lettres,  on  voit  que 
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chaque  permutation  rectiligne  simple  donne  m  fois  la  niême  permuta- 
tion circulaire  simple,  d'où  la  relation 

P,„=mQ/B, 

c'est-à-dire  la  relation  (2). 

5.  Le  raisonnement  précédent  serait  en  défaut  si  deux  lectures  d'une 
même  permutation  rectiligne  faites  à  partir  de  deux  lettres  de  rangs  dif- 
férents, la  première  et  celle  de  rang  /)  +  i,  redonnaient  la  même  permu- 
tation rectiligne,  parce  qu'alors  on  emploierait  plusieurs  fois  cette  même 
permutation  rectiligne  et  il  ne  serait  plus  vrai  de  dire  qu'une  permu- 
tation rectiligne  prise  une  seule  fois  donne  m  fois  la  même  permutation 
circulaire.  Cette  circonstance  se  présente  lorsque,  les  y?  premières  let- 
tres étant  transportées  dans  leur  ordre  à  la  suite  de  la  dernière,  on 
retrouve  la  même  permutation  rectiligne,  c'est-à-dire  lorsque  la  per- 
mutation rectiligne  considérée  peut  se  partager  exactement  en  groupes 
identiques  de  p  lettres.  Cela  exige  d'abord  que  p  soit  un  diviseur 

de  m  et  ensuite  que  chaque  lettre  soit  répétée  —  fois  au  moins;  cette 

particularité  ne  se  produit  pas  pour  les   permutations  sans  répéti- 
tions. 

4.  Considérons  maintenant  les  permutations  rectilignes  avec  répé- 
titions de  plusieurs  lettres 

a,     b,     c,      ...,     /, 
respectivement  répétées 

a,      p,     y,      ...,      A 


fois,  et  soit 

Leur  nombre  est,  comme  on  le  sait, 


a  +  J  +  y+...+  A  =  /«. 


1 . 2 .  d  •„ . .  m 


1 . 2 . 6  .  . .  <x .  1 . 2 .  .3  .  . .  ^  .  . .  1 . 2 .  3  .  .  .  À 
ou 


u  !  p  !  .  . 


>  )  J  JMIUOSKI. 

J'examine  d'abord  le  cas  ou 

«i     P>     7 * 

n'ont  aucun  <1  i \ is<*ur  commun  autre  que  l'unité.  Alors,  comme  dans  le 
cas  des  permutations  simules,  il  esl  impossible  qu'une  permutation 
rectiligne  se  partage  en  groupes  identiques,  car,  chaque  lettre  devant. 
être  répétée  le  même  nombre  <le  fois  dans  chaque  groupe,  il  faudrait 

que    tous  les  nombres  a,  fi,  * A  lussent    divisibles   |>ar  un  inèine 

nombre  entier  autre  que  I  unité,  ce  <|iii  esl  contraire  à  l'hypothèse.  Il 

en  résulte  que,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  permutations  circulaires 
avec  les  mêmes  répétitions  est  encore  égal  au  nombre  des  permuta- 
tions rectitignes  di\isé  par  IN,  c'est-à-dire  à 

(  m  -    i)'. 


*!jl!Y! 


',  l 


•  t.  Supposons  que  a,  t3,  y X  n'aient  qu'un  seul  diviseur  pre- 
mier commun  <l .  il  divise  aussi  leur  somme  ///.  Soient 

a  --.    a//,  [)       p#rf,  Y  =  y,rf, 

A  —  A,  •/.  ///  --  ;//,  (L 

L'ensemble  des  permutations  rectilignes  peut  se  décomposer  en 
deux  catégories  et  deux  seulement.  D'abord  les  permutations  rectili- 
gnes qui  ne  peuvent  pas  se  partager  en  groupes  identiques  de  771, 
lettres,  puis  celles  où  ce  partage  est  possible,  soient  Q  et  Q,  leurs 
nombres  respectifs.  On  a  évidemment 


^  +  Q-  =  .Tti 


puis,  si  l'on  observe  qu'il  suffit,  pour  avoir  toutes  les  permutations  rec- 
tilignes de  la  seconde  catégorie,  de  considérer  toutes  celles  qui  consti- 
tuent un  des  groupes,  on  a 

O   =  5t! 
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Ces  deux  relations  donnent  Q  et  Q,.  Cela  pose,  chacune  des  Q  per- 
mutations rectiligncs  de  la  première  catégorie  donne  m  l'ois  la  même 
permutation  circulaire  et  chacune  des  Q,  de  la  seconde  catégorie 
donne  rn{  fois  la  même  permutation  circulaire  :  donc  le  nombre  cherché 
des  permutations  circulaires  avec  les  mêmes  répétitions  est 

o        O. 

-  H-  >i; 
m  m , 

chacun»}  des  parties  de  celle  somme  est  nécessairement  un  nombre 
entier. 

(>.  Supposons  maintenant  que  a,  [3,  . . .,  A  admettent  deux  diviseurs 
premiers  communs  d  et  dXi  soil 

ce  =  a,  d,  r£  -----  3,  d,  X.==  X,  ^/,  ///  =  /// ,  d. 

a  =  a2  rf, ,  3  —  jîljj  rf, ,  X  =  X2  «?, ,  //?  =  /// 2  ^/, . 

a.  =  xaddn         $  =  fi.]d(/l .         X  =  k3ddn         m  =  m9ddl. 

L'ensemble  des  permutations  rectilignes  peut  se   décomposer  en 

quatre  catégories  : 

i°  Celles  qui  ne  peuvent  pas  se  partager  en  groupes  identiques 
de  lettres  au  nombre  de  m,,  ou  de  m%  ou  de  ;//:!,  soit  Q  leur  nombre: 

2°  Celles  qui  se  partagent  en  groupes  identiques  de  tii ,  lettres  ei 
pas  moins,  soit  Q,  leur  nombre; 

3°  Celles  qui  se  partagent  en  groupes  identiques  de  m2  lettres  el 
pas  moins,  soit  Q;,  leur  nombre; 

4°  Enfin  celles  qui  se  partagent  en  groupes  identiques  de  tn^  lettres 
et  pas  moins,  soit  Q,  leur  nombre. 

On  a  évidemment 


a!  8! 


Si,  au  lieu  des  données  a,  [S,  . . .,  A  on  prend  a,,  fi,,  . . .,  A,,  pins  a2, 
j3,,  ....  Au  et  enfin  as,  [}.,,  .  ...  A3,  que  Ton  répète  le  inèine  raisonne- 
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ment,  on  aura  de  même 

V->       Vitt  a, !  pt !  . . .  Xt !  ' 

o  - S»! 

«       »,!  ?,!... X,! 

( '.tvs  quatre  relations  déterminent  les  nombres  Q,  Q(,  Qa,  Qa  el  le 
nombre  cherché  des  permutations  circulaires  avec  les  mêmes  répéti- 
tions esl 

Q       Q,        Q,       Qi 

!     +  -il  +  -ii   +  -v  ■ 
//*  ///,  ///,  m  3 

7.  (  le  «|ni  précède  suffit  pour  faire  comprendre  la  méthode  ;  j'aborde 
le  cas  le  plus  général. 

Soit  dn  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 

a,     p(,     y,      . ...     A, 
et  soient 

••     dn     d, dp,     . ...     dn 

tous  les  diviseurs  de  d/l%  c'est-à-dire  tous  les  diviseurs  communs  à  a, 
j3,  . . .,  a.  Posons 

a  =  a;, dpi  $  =  $pd/n  . . . ,  A  =  A^ é/,,,  ni  =  mp d p. 

<  >n  peut  toujours  mettre  tous  les  diviseurs  de  dn  dans  un  ordre  tel 
que  dp  h  "ait  aucun  diviseur  dans  la  suite  des  diviseurs  de  dn  qui  soit 
d'indice  supérieur  à  p,  on  sait  d'ailleurs  qu'il  ne  peut  avoir  aucun 
diviseur  en  dehors  de  cette  suite;  il  en  résultera  que  tous  les  diviseurs 

de  -j  sont  parmi  ceux  de  dn  dont  l'indice  est  supérieur  ou  égal  à  p. 

Cela  posé,  on  peut  partager  l'ensemble  des  permutations  rectilignes 
en  autant  de  catégories  qu'il  y  a  de  diviseurs  de  dn,  chaque  catégorie 
étant  caractérisée  par  ce  fait  qu'une  permutation  recliligne  qui  en  fait 
partie  peut  se  partager  en  dp  groupes  identiques  de  mp  lettres  et  pas 
moins;  soit  Q,,  leur  nombre.  On  a  alors  pour  déterminer  les  nombres 
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entiers  Q^  au  nombre  de  n  -f- 1 ,  les  n  -f-  1  équations  linéaires 

Q  +  Q,-HQk+...+  Q,+...-i-Q.: 


a  !  p  ! . . .  X  ! 


qi+.:.  +  q,-*-...h-q.= 

QaH-...+  Qy4-...+  Qa-a 


««I  pi,....Xft.I 


O  = =si • 

*«  !  P« •  «  •  «  A» • 


c^  est  l'un  quelconque  des  diviseurs  de  -^ 

a, 
o?y-  est  l'un  quelconque  des  diviseurs  de  -~: 


Ces  équations  déterminent  complètement  les  inconnues,  car  le  dé- 
terminant principal  se  réduit  à  sa  diagonale  principale  et  est  égal 
à  -h  1. 

Connaissant  ces  nombres,  on  a  immédiatement  le  nombre  demandé 
des  permutations  circulaires  avec  les  mêmes  répétitions,  savoir 

&  +  &.■+ 2e +•...+  &*.....,.  2,. 

ni         w,  m2  mp  mn 

chacune  des  parties  de  cette  somme  est  un  nombre  entier. 

La  question  est  complètement  résolue;  nous  verrons  plus  loin  com- 
ment on  peut  exprimer  le  résultat  par  une  formule  simple. 

8.  Arrangements  circulaires  avec  répétitions.  —  Je  considère 
d'abord  les  arrangements  rectilignes,  c'est-à-dire  tous  les  groupes 
de  m  lettres  que  l'on  peut  former  avec  p  lettres  distinctes  a,  b,  c,  ...,  I 
disposées  en  ligne  droite  et  dont  chacune  peut  être  répétée  jusqu'à 
m  fois,  de  façon  que  deux  groupes  diffèrent  soit  par  l'ordre,  soit  par  le 
choix  des  lettres.  On  peut  les  décomposer  en  permutations  avec  répé- 
titions de  m  lettres. 

A  cet  effet,  je  considère  tous  les  systèmes  de  solutions  en  nombres 
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entiers  positifs  ou  nuls  de  l'équation 

où  a.  3,  y X  sont  au  nombre  de  />  ;  je  les  appelle  des  indices. 

.le  ne  prends  parmi  ces  systèmes  que  ceux  qui  sonl  distincts,  c'est- 
à-dire  ceux  <iui  m'  peuvent  pas  se  déduire  les  uns  des  autres  par  une 
simple  permutation  des  mêmes  indices. 

Soil  A  le  nombre  des  indices  d'un  même  système  qui  ne  sonl  pas 
nuls,  /.  p.  Je  prends  /.  lettres  parmi  les  p  Lettres  données  a,  A,  c,  ...,  / 
el  je  forme  toutes  les  permutations  avec  répétitions  de  ces  k  lettres, 
où  la  première  esl  répétée  a  fois,  la  seconde  3  lois,  etc.  .le  fais  celle 
même  opération  a\ee  le  même  système  d'indices  sur  tous  les  arrange- 
ments simples  que  je  puis  former  avec  les/>  Lettres  données,  prises  /. 
à  />.  el  j'ai  ainsi  toutes  les  permutations  qui  répondent  à  un  même 
système  d'indices,  mais  elles  ne  sonl  distinctes  que  si   tOUS  les  indices 

du  système  considéré  sont  distincts. 

Dans  ce  cas,  Le  nombre  total  des  permutations  ainsi  formées,  qui 
répondent  à  un  même  système  d'indices,  est 

p{  p  —  i )...(/»      /»•  -h  i) 


a!  p!... X! 


Mais  >i  les  indices  de  ce  s\  stème  se  partagent  en  q  groupes  :  savoir, 
en  /,.  /._,,  /, iq  égaux  entre  eux  de  façon  que 

I,  -+-  it -+- . . . -h  iç=  /.", 

il  faudra,  pour  avoir  le  nombre  total  de  permutations  distinctes  répon- 
dant au  système  des  indices,  diviser  le  nombre  précédemment  trouvé 
par  le  produit 

'  i  •  '  i  '  ■  •  •  '(/  • 

ce  qui  donne  L'expression  générale  de  ce  nombre 

p(p—i)...(p  —  k  +  i)  rn\ 


illit\...i9\  a!p!...X! 

lui  calculant  ce  nombre  pour  chacun  des  systèmes  distincts  d'indices 
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et  les  ajoutant  on  doit  trouver  le  nombre  des  arrangements  rectilignes 
avec  répétitions,  ou  arrangements  complets  de p  lettres  ///  à  ///. 

Gela  est  aisé  à  vérifier;  on  sait  que  ce  nombre  esl  />'";  or,  si  Ton  dé- 
\  eloppe 

(a  +  è+  c  -h...  H-/)'". 

la  somme  précédemment  formée  est  celle  des  tenues  distincts  de  ce 
développement;  donc,  si  Ton  fait 

a  ~  b  =  c  = . .  .=  I  ==  i , 

tous  les  termes  se  réduisant  à  1  unité,  le  développement  se  réduit  au 
nombre  des  termes  distincts  et  l'expression  non  développée  se  réduit 
à//". 

Cela  posé,  pour  un  même  système  d'indices,  on  sait  [tasser  des  per- 
mutations rectilignes,  formées  avec  A  lettres  quelconques  prises  parmi 
les  p  lettres  données,  aux  permutations  circulaires  de  ces  mêmes  lettres 
avec  les  mêmes  répétitions  et  en  calculer  le  nombre.  En  multipliant 
ce  nombre  par 

/>(/>  —  0  ...(/J—  à-  4-1  ) 

ftl/,!.../,! 


on  aura  le  nombre  des  permutations  circulaires  de  mêmes  indices  for- 
mées indistinctement  avec  toutes  les  lettres  données,  et  enfin  en  faisant 
la  somme  de  tous  les  résultats  qui  répondent  à  tous  les  systèmes  dis- 
tincts d'indices  qui  vérifient 

a  -h  (3  -t- . . .  -h  A  =  m , 

on  aura  le  nombre  total  des  arrangements  circulaires  complets. 

SECONDE  PARTIE. 

FORMULES     GÉNÉRALES. 

9.   Soient  a,  [3,  . . .,  X  les  indices  d'une  permutation  et  1)  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  posons 

a  =  a'D,         p  =  P'D>         '■••i         X  =  X'D, 
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les  nombres  entière  st',  0 X'  sont  premiers  entre  eux.  Faisons 

k  •+■  $  h-  . . .  H-  X  =  m  =  m' D 
cl  posons,  quel  que  soii  //, 


'  »  M 


'•"<■> =7^,.:'""' 


(«,/»)!(P'n)!...(X'n)! 

Nous  avons  \  h  dans  la  première  Partie  que  si  dp  esl  l'un  quelconque 
des  diviseurs  d*'  H,  el  si  l'on  désigne  par  (v)(      )  le  nombre  des  per- 

mutations  rectilignes  d1  indices  a,  3 X  <|ni  peuvent  se  partager 

en  d  p  groupes  identiques,  el  pas  plus  de  I  m'  -s- 1  Ici  lies,  on  a 

2Q(J)-P(D), 

la    somme   étant    étendue  à    tons   les  diviseurs  de  I),  y   compris   r 
et  D.  Fins  généralement,  si  //  est  l'un  quelconque  des  diviseurs  de  D, 

on  a 


2Q(^)  =  P(«). 

i 

la  somme  étant  étendue  à  ions  les  diviseurs  dp  de  I)  qui  sont  aussi 
diviseurs  de  //,  v  compris  i  et  //. 

Le  nombre  à   calculer  des  permutations   circulaires   d'indices   ce, 


.,  a  esl 


2Qii 


or 


donc  celte  somme  est 


m 


=2Q(;çH 

i 
étendue  à  tous  les  diviseurs  dp  de  D,  y  compris  i  et  D. 
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10.  Pour  la  solution  de  cette  question  que  je  généraliserai  plus 
loin,  M.  C.  Jordan  a  bien  voulu  m'indiquer  tout  le  parti  que  je  pou- 
vais tirer  d'un  théorème  général  de  la  théorie  des  nombres,  à  savoir  : 

Si  l'on  désigne  par  a,  b,  c,  . . .,  /  tous  les  diviseurs  premiers  absolus 
et  distincts  d'un  nombre  entier  n  et  si  l'on  a 

n 

i 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  diviseurs  dp  de  rt,  y  compris  i  et  //. 

et  aussi 

./ 

2R(rff)  =  S(rf), 

i 

d  étant  l'un  quelconque  des  diviseurs  de  n  et  dq  l'un  quelconque  des 
diviseurs  de  n  qui  sont  aussi  diviseurs  de  <:/,  on  a 


R(-)^s(»)-2s  =U-2s  â Ï-2S  œ  +-. 


les  sommes  s'étendant  ici  aux  combinaisons  un  à  un,  deux  à  deux,  etc., 
des  nombres  «,  b,  c,  . . .,  /. 

Cherchons  quelle  est  la  fonction  R  telle  que  S(/i)=  //,  on  a  immé- 
diatement 

R(-)=-25+Sâ-2â;+- 

ou 
ou 

R(«)=-('-î)'('-i)":('-f) 

ou  enfin 

ç(/i)  étant  la   fonction  bien  connue  qui  exprime   combien  il  y  a  de 
nombres  premiers  avec  n  et  moindres  que  n. 


<  >n  a  donc 


•I.UII.ONsKI. 


V  ç  |  dp  )      rt 
et  aussi 

<<r 

I 

ii  étanl  I  nu  quelconque  des  diviseurs  de  dv. 

1  I .   (  !ela  posé,  le  nombre  cherché  des  pennulalions  circulaires  peut 
s'écrire 


D 

1   V 


q(£)2î«} 


'/  étanl  l'un  quelconque  des  diviseurs  de  dp  et  cL  l'un  quelconque 
des  diviseurs  de  D,  d  peu!  prendre  toutes  les  valeurs  des  diviseurs 
de  h  el  l'on  |>«mii  se  proposer  d'ordonner  les  termes  de  cette  somme 
par  rapport  aux  valeurs  que  peut  prendre  ^{d').  Cherchons  l<-  groupe 
des  termes  correspondant  à  une  valeur  déterminée  de  d'.  Le  nombre  dp 
étanl  un  1 1 1 u ] 1 1 1 > ! < ■  de  a,  posons 


dp  =td\ 


D 


:  l'tanl  entier,    ,    <iui  <sl  culicr  dc\ient 


r7'   I' 


donc  £  est  un  di\  iseur  du  nombre  entier  -.,  que  je  désignerai  par  o';  cl, 

réciproquement,  à  tout  diviseur  £  de  ce  nombre  répond  un  terme  eon- 
tenant  o(d')  en  facteur;  la  somme  de  pareils  termes  csl  donc 


?w5;q(t 


ou.  en  vertu  de  l'égalité  (a). 


o(d')V(B') 


(d'ù'=D); 
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d'où  celle  formule  très  simple,  pour  le  nombre  cherché^ 

^2P(S)î(rf)  (rfS  =  D), 

l 

cette  somme  étant  étendue  à  tous  les  diviseurs  d de  D,  y  compris  i 
etD,  en  convenant  de  faire  o(i)=  i.  De  là  ce  théorème  : 

Théorème.  —    Le  nombre  des  permutations  circulaires  d'objets 
distincts  répétés  respectivement  a,  (3,  . . .,  \  fois  est 


h 


=  2p(a)*W-  ?">='. 


où  w  =  a  +  ^+...+  A;D  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
nombres  a,  p,  . . .,  X;  d  l'un  quelconque  des  diviseurs  de  D,  y  com- 
pris i  et  D.  Le  nombre  entier  o(d)  est  celui  qui  exprime  combien 

il  y  a  de  nombres  premiers  avec  d,  moindres  que  d\  enfin  P  (  -r  )  est 


le  nombre  des  permutations  rectilignes  des  mêmes  objets  avant 
pour  indices 

a         j3  X 

:r  r/'   '"■'  ~d 

11  en  résulte  immédiatement  pour  les  arrangements  circulaires  com- 
plets/? à  p  de  m  objets  distincts  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  arrangements  circulaires  complets 
p  à  p  de  m  objets  distincts  est 

i 

La  somme  x  s  étendant  à  tous  les  systèmes  distincts  d'indices  ou 
solutions  en  nombres  entiers  et  positifs  de  l'équation 

a  -f-p-K  ..-f-X'==  m, 


1 1 


.i  uu.oNSkl. 


/,  désigne  le  nombre  des  indices  non  nuls  dans  un  même  système, 
n  le  plus  grand  commun  diviseur  des  indices  d* une  même  solution 

ci  enfin  les  nombres  /,.  i| t.,  dont  lu  somme  est  /. ,  expriment 

combien   dans    un   même  système   d'indices  il    y    en    a   de  même 
valeur. 


Dans  le  cas  particulier  »l«'s  arrangements  circulaires  simples,  on  a 

/,  =  /// .  /j=j1s,1,=:^|bo)  /y  —  m,  n  —  i  ; 

donc  le  nombre  des  arrangements  circulaires  simples  de  />  lettres  m 
à  m  est 

p(p-  i  >. . .(  p  —  m  -+-  i)        ou        —  A'" 

m  '      '  '  ni       P 

A"'  représentant  le  nombre  des  arrangements  rectilignes  simples.  C'est 
ce  qu'il  est  facile  de  voir  directement. 

\*2.  Généralisations.  lies  questions  particulières  que  nous 
avions  en  vue  sont  complètement  résolues,  mais  je  ne  crois  pas  sans 
intérêt  de  montrer  comment  la  méthode  qui  a  réussi  peut  servir  à 
résoudre  des  questions  plus  étendues. 


Posons  «'n  général 


(?) 


Q(5)  =  P(«). 


d  étant  l'un  quelconque  des  diviseurs  de  //  qui  est  lui-même  l'un 
quelconque  des  diviseurs  de  D.  Les  nombres  Q  (  -  j  n'ont  plus  main- 
tenant le  sens  particulier  qu'on  leur  attribuait  plus  haut,  ils  sont 
seulement  assujettis  à  être  déterminés  pour  chaque  valeur  de  d.  Quant 
aux  nombres  P(«),  ils  sont  définis  par  l'égalité  précédente  (  ($). 
Supposons  que  Ton  veuille  calculer 


2Q(5)*. 
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où  /  est  absolument  quelconque.  La  marche  à  suivre  est  la  même  que 
plus  haut;  cherchons  d'abord  Q  de  façon  que 

« 

^  Q  (  -3  )  =  nl         (d  diviseur  de  n  ). 

i 

En  appliquant  le  théorème  général,  on  a 

Q<">=»'(-i)('-£)"-('-ï> 

a,  b,  c,  . . .,  /  étant  tous  les  diviseurs  premiers  distincts  de  n\  nous  la 
désignerons  par 

9<0). 

Pour  t  =  i ,  on  retrouve  la  fonction  connue 

-;,(//  )     ou     9(")- 
Pour  /  =  o,  on  a,  quel  que  soit  t  et  n  ^  i , 

?0(  n)=  i  -CI-+-C;-  C*  -+-. .  .=  o. 
Mais,  pour  n  —  i,  il  faut  convenir  que  l'on  aura  toujours 

?<(0=Ii 

quel  que  soit  /. 

Cela  posé,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  a 

i  i 

L'arbitraire  laissé  pour  le  choix  des  fonctions  Q  permet  de  déduire 
de  cette  égalité  générale  une  infinité  de  relations,  nous  allons  eu  exa- 
miner quelques-unes. 

15.   Appliquons-la  d'abord  à  trouver  des  relations  entre  les  fonc- 
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i KMh  t:{" )■  A  cel  effcl .  faisons 

Q'(â)    Q®®'- 

étant  quelconque,  <»n  a 

V,,,';,,,      V'.M>>.'         l'"Vn(>/ 

'  1 

(«Il 

v  «,,!;,./■■    ipv  i.,;;,,.,,,,/,. 


I  >  ,ml ré  pari .  si  Ton  l'ail 


i-,,,,  2Q'(f). 


(HI    .1    ,lllv>l 


2  <*(£)«*    2i*.(!r)*^>    U»2P(a)?M(rf) 

i  i  i 

i  i 

Mais  on  a  aussi 

P'(S)    -V  Q  f   ',|        (rf' diviseUr  de  8$  qUi  est  diviseur  de  D) 


ou 


!r(*)=2Q(?)(*)=«,2.?'(7)«' 

i  i 

du,  en  vertu  de  (  y  ». 

p'(«)=sbip(i)?->w. 
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On  a  donc  l'égalité  fondamentale 


i»  i  -        !' 


\(l0    —   '/,    0,    =    I)      Cl      <7'0:-0,). 

Ordonnons  le  second  membre  par  rapport   aux  valeurs  de   P(S') 
lorsque  o'  prend  toutes  ,les  valeurs  des  diviseurs  de  I);  si  l'on  l'ail 


on  ,i 


d, 


0,  =  (I  0, 

D  i         d 

8  7r  ZZTZ  7Î1  : 


donc  ^/  est  un  diviseur  do  d  el  réciproquement  à  tout  diviseur  c?'  de  d 

répond  dans  le  second  membre  an  ternie  eu  l'(  8  )  el  Ton  a 


D»2p<s)?M(rf)=2 


P(S)289rf'6?-e(^).î<(| 


Celle  égalité  ayant  lieu  non  seulement  pour  D  mais  pour  tous  les 
diviseurs,  ou  en  conclu! 


ou 


D9o,  <)('/>  =  2'0'/l'^('/')M^)        Crf'  diviseur  de  d) 
!M(rf)^i(3)*Ç-i(rf)î.(|)- 

I 

Mais  —  est  aussi  l'un  quelconque  des  diviseurs  de  d  :  donc  enfin 

n 

?,_ot//.)=2£-0?.^  )?_,.  (-h 


la  somme  étant  étendue  à  tous  les  diviseurs  £  du  nombre  entier  //,  y 
compris  t  et  //. 


148  i  IBLONSKI, 

I  ,es  indices  /  el  0  sont  quelconques,  mais  il  faut  se  rappeler  que,  |><>ui 
/      o  «mi  0      o,  P0(£)  est  nul,  sauf  pour  £      i  auquel  ras  il  esi  égal 

à  i . 

Si  l'on  lail  0  i  .  on  a 


(n)      2*?'(e)?\7 


D'où  Ton  \<»it  que  l'on  peut  exprimer  *jt  au  moyen  de  sommes  ne  dé- 
pendant que  de  cp,  si  /  esl  un  entier  quelconque. 

I  i.  Comme  seconde  application,  taisons 
Q(-j)      1         (quel  que  soit  rf,  diviseur  de  n  diviseur  de  D); 

alors 

IV1      Nf/*)5 

en  désignanl  ainsi  le  nombre  des  diviseurs  de  //  :  donc 

2Q(£)*=2,N(*)Mrf)      ^  =  h) 

1  1 

ni! 

d  n 

2dt  =  2N(«)?f(rf). 


Le  premier  membre  est  la  somme  des  puissances  /,,,i,es  des  diviseurs 
de  D,  elle  s'exprime  au  moyen  des  nombres  N  et  <p,. 
En  particulier,  si  /  =  1 , 

!>  I) 

1  1 

Faisons,  en  particulier,  D  =  aa,  a  étant  premier  absolu  et  a  entier, 
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on  a  d  -=  aa\  a  ayant  toutes  les  valeurs  o,  r,  2,  . . .,  a  :  donc 


2 


a    =  [+«+...+  «  = 


r/  —  i 


ç(  aa'.)=  a*  (  1 


et 


N(S)=N(a«-^)  =  (a  -  a'-hi), 
sauf  pour  a  =  o;  donc 


a  -+- 1  4-  2  (a  •+- 1  —  a')  aa>  (  1 


elle  a  lieu  quels  que  soient  le  nombre  premier  a  et  rentier  a  :  donc  elle 
subsiste  quels  que  soient  les  nombres  a  et  a;  c'est  une  identité  algé- 
brique. 

15.  On  peut  ainsi  déduire  des  formules  générales  de  sommation 
exposées  plus  haut  une  infinité  d'identités;  j'observe  même  que  les 
formules  établies  jusqu'ici  en  considérant  les  diviseurs  d'un  entier  D 
subsistent  si  l'on  considère  un  polynôme  quelconque  entier  en  x\  seu- 
lement il  faut,  pour  préciser,  convenir  de  réduire  toujours  à  -h  1  le  coef- 
ficient du  terme  de  plus  haut  degré,  non  seulement  dans  ce  polynôme, 
mais  dans  tous  ses  diviseurs.  Il  résulte  alors  des  formules  données  plus 
haut  une  infinité  de  formules  de  transformations  algébriques;  les  fonc- 
tions o  n'ontplus  maintenant  la  même  signification  qu'en  Arithmétique, 
mais  leur  forme  subsiste. 
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Sur  les  systèmes  triplement  orthogonaux  où  les  surfaces 
d'une  même  famille  sont  égales  entre  elles; 


Par  M.   Lucien  LEVY. 


La  recherche  des  systèmes  triplement  orthogonaux  a  été  ramenée, 
par  M.  Maurice  Lévy,  à  l'intégration  de  l'équation  du  troisième  ordre 

Les  lettres  ont  la  signification  suivante  :  si  <p  (x,  y,  z,  u)  =  o  est 
l'équation  de  la  surface  et  si  l'on  désigne,  suivant  l'usage,  par/?,  q,  /•, 
s,  t  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  z  par  rap- 
port à  x, 

A=(i-H?2)5-  pqt, 

C=  pqr-(i+-p2)Si, 

Lorsque  u  varie,  la  surface  engendre  une  des  trois  familles  du  sys- 
tème triplement  orthogonal,  ou,  pour  parler  plus  brièvement,  une  fa- 
mille de  Lamé.  Soit  dn  l'élément  de  normale  comprise  entre  deux 
surfaces  qui  correspondent  aux  valeurs  u  cl  u -h  du  du  paramètre,  la 
fonction  H  est  définie  par  l'égalité 

tt dn 

du 
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et,  comme dn  dépend  des  dérivées  du  premier  ordre,  l'équation  (i) 
rsi  bien  du  troisième  ordre.  L'intérêt  de  celle  équation  consiste  dans 
la  condensation  énorme  des  termes  qui  contiennent  une  des  trois  va- 
riables. 

M.  Darboux,  dans  un  Mémoire  publié  en  1878  dans  les Annales  de 
l'Ecole  Wormalcy  a  mis  cette  équation  sous  une  forme  avantageuse 
dans  certains  cas,  en  supposant  la  surface  rapportée,  non  plus  à  des 
.ix.'-  Ii\<'s,  mais  à  des  axes  entraînés  avec  elle.  Si  l'on  appelle  a.  A,  c 
les  composantes  de  la  translation,  a,  [3,  y  celles  de  la  rotation  du  mou- 
vement d'entraînement,  et  si  l'on  pose 

fr=    'ôti  +c-ap-bq  +  *(y  +  qz)  -  $(x +pz)-hy(py  -  qx), 

la  fonction  II,  qui  figure  dans  l'équation  (1),  encore  exacte  en  suppo- 
sant les  axes  mobiles,  de\  ient 


11  = 


Soit  alors 


y/i  -H/?1 +  71 


a(fO 


A  '/  . 


' /  '  '  v  1  -  / 


1; 


eP 


cLc  dy 


dy1  v/ 


1  -f-/>! 


VI  -+-/>*  4-'/* 

l'équation  (i  )  s'écrit  avec  les  nouveaux  axes 

A(/,)  =  o, 
ou,  en  développant,  comme  a,  b,  c,  a,  [3,  y  ne  dépendent  que  de  u, 


(») 


|  L(i£)  +  cL(,)-al(p)-bA(q) 

I  -h  aA(y  -+-  qz)  —  pA(.r  -\-pz)  H-  yA(py  —  qx)  =  p. 


Si  la  surface  conserve  une  forme  invariable,  z  sera  indépendant 
de  «,  et  toute  solution  de  l'équation  (2)  donnera,  ainsi  que  M.  Dar- 
boux l'a  fait  observer,  une  surface  de  forme  invariable,  qui,  par  un 
mouvement  convenablement  réglé,  engendrera  une  famille  de  Lamé. 
On  peut  se  proposer  de  recbereber  des  surfaces  jouissant  de  cette  pro- 
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priété.  Voici,  à  cet  égard,  ce  qui  a  été  déjà  fait.  Dans  le  Mémoire  déjà 
cité,  M.  Darboux  montre  que,  si  une  surface  satisfait  à  la  condition 
indiquée  pour  un  seul  mouvement,  ce  mouvement  est  hélicoïdal  et  il 
indique  des  hélicoïdes  comme  solutions.  D'autre  part,  j'ai  montré 
(Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  mars  1891)  que  les  sphères 
et  les  plans  sont  les  seules  surfaces  réelles  de  forme  invariable  qui  en- 
gendrent une  famille  de  Lamé,  quelque  déplacement  qu'on  leur  im- 
prime; et  même  ce  sont  les  seules,  réelles  ou  imaginaires,  si,  comme 
il  va  de  soi,  le  système  triplement  orthogonal  doit  être  composé  de 
trois  familles  distinctes.  Enfin,  le  22  juin  1891,  M.  Petot  a  fait  con- 
naître, dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  un  très 
intéressant  théorème  sur  les  surfaces  susceptibles  d'engendrer  par 
translation  une  famille  de  Lamé,  et  il  en  a  déduit  des  conséquences 
que  j'avais  énoncées  de  mon  côté  à  la  Société  mathématique  et  à  la 
Société  philomathique.  M.  Petot  annonce  à  la  fin  de  sa  Note  qu'il  pos- 
sède les  surfaces  dont  la  représentation  sphérique  se  compose  d'el- 
lipses homofocales  ou  de  cercles  pour  les  deux  familles;  mais,  à  ma 
connaissance,  il  n'a  rien  publié  sur  ce  sujet.  D'ailleurs,  je  n'ai  pas  eu 
à  utiliser  son  théorème,  la  méthode  que  j'ai  suivie  dans  mes  recherches 
étant  tout  à  fait  différente. 

Dans  le  présent  Mémoire,  je  donnerai  un  certain  nombre  de  sur- 
faces qui,  par  translation,  peuvent  engendrer  une  famille  de  Lamé,  et 
je  ferai  connaître  quelques  propriétés  de  ces  surfaces.  Pour  simplifier 
les  calculs,  je  supposerai  la  translation  parallèle  à  l'axe  des  z,  ce  qui 
entraîne 


a  =  o, 


b  =  o, 


a  =  o, 


P  =  o, 


Y  =  O, 


et  l'équation  (2)  se  réduit  à  la  suivante 

(3)  A(i)  =  o, 

c'est-à-dire 


A 


d2 


B 


d* 


C 


d* 


o. 


dx'1  si  1  H- p1  -h  q1    '     "  dx  dy  ^  +  pi  Ip  (jt         "  dv-  ^!  +pi  +  qi 
Telle  est  l'équation  qu'il  s'agit  d'intégrer  :  une  des  difficultés  du 
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ralcul  consiste  dans  la  formation  des  coefficients  A,  l>,  (-.  Si  donc  on 
peut  les  connaître  d'avance,  on  aura  triomphé  d'un  gros  obstacle.  Or 
!<••<  lignes  de  courbure  d'une  surface  quelconque  se  projetant,  sur  le 
plan  des  ary,  suivant  des  lignes  qui  ont  pour  équal  ion  différentielle 

,  (  i  ( :,/./■•-  -  Bdxdy   f  kdy*  x=o, 

un  premier  procédé  de  recherche  consistera  donc  à  essayer  des  sur- 
faces pour  lesquelles  cette  équation  se  forme  aisément.  Par  exemple, 
les  lignes  de  courbure  des  surfaces  de  révolution,  autour  de  ():,  on! 
pour  équation 

xydx*  -f-  (y1       ',2  )dx  dy  —  xydy%      o. 

On  |»ouna  donc  prendre,  en  supprimant  un  facteur  commun  à  A, 

15.  C, 

A  =  -  xy, 

G  =  xy. 

(  )r  soit 

»  =  ?(*,  +  ^,)=s?(P) 

l'équation  d'une  pareille  surface  :  on  aura 

5£  =  />  =  **?'(?)>        y  =  2iy?'(p), 
en  désignant  par  des  accents  les  dérivées  des  fonctions  d'une  variable, 

il  =  ?===r  =  ._±_  =  /(p), 

Vi  -*-p2-\-  <i%       vi4-4?'f(p) 
g  =  a*/(p),        ^  =  2r/'(p), 

g  =  2/'(p)  +  4yf/"(p). 
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Donc  l'équation  (3)  est  identiquement  vérifiée  et  les  surfaces  de  ré- 
volution en  sont  une  solution.  C'était  d'ailleurs  une  solution  évidente  : 
car  faisons  glisser  dans  son  plan  une  section  méridienne  le  long  de 
l'axe  de  révolution  et  considérons  les  trajectoires  orthogonales  de 
cette  section;  ces  trajectoires  se  déduisent  toutes  de  l'une  d'entre  elles, 
sauf  l'axe  des  z,  par  une  translation  parallèle  à  Oz.  Faisons  tourner 
toute  la  figure  autourde  O  z  :  nous  aurons  deux  familles  de  surfaces  de 
révolution,  de  forme  invariable  dans  une  même  famille,  et  orthogo- 
nales entre  elles.  Le  système  triplement  orthogonal  est  complété  par 
les  plans  méridiens  :  ce  système  est  bien  connu. 

Le  succès  de  la  vérification  précédente  a  tenu  à  ce  que  z  et  H  s'ex- 
primaient en  fonction  d'une  seule  variable,  en  d'autres  termes,  H  était 
fonction  de  z.  Il  est  facile  de  voir  que  la  vérification  réussit  môme  si  II 
^sl  fonction  arbitraire  de  z.  La  propriété  géométrique  des  nouvelles 
surfaces  consiste  en  ce  que  tout  plan  perpendiculaire  à  Oz  les  coupe 
sous  un  angle  constant  :  ce  sont  donc  des  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure planes  situées  dans  des  plans  parallèles  que  nous  allons  trouver. 

Soit 


Il  s'ensuit 


£«*/<*>,      g=*A*>, 


g  =  p2f  +  rf\  ^  =  pqf"  +.  ,/,  ™  =  q2f"  +  tf>, 

A(i)  =  (  \p2  +  Bpq  H-  Cq2)f"  +  (Ar+B5  +  Ct)f. 

Or  on  sait  que,  dans  toute  surface 

A/-  +  B5  +  C/=o, 

l'équation  (3  )  se  réduit  donc  à  la  suivante,  en  supprimant  le  facteur/" 
qui  ne  donne  que  des  cylindres, 


Ap2  -+-  Bpq  -h  G  q2  =  o 


ou 


(5)  (p2  —  q2)s  —  pqr  H-  pqt  =  o, 


i'.i.  i  i  i  n:\    i  i  vv. 

et1    qui  est   l)i<'n    l'équation  différentielle   des  surfaces-moulures  de 
Mongc(   [nedyse  appliquée  à  la  Géométrie,  i" édition, n° 23). 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  s'obtient  en  éliminant  o  entre 
les  deux  équations 


F(  z  |  rcos:    r    i-  sin ç-  -h  G(œ  ). 

o  a? sin©  -t-ycos©  -t-  G'(ç), 


dont  la  seconde  esl  la  dérivée  de  la  première  par  rapport  à  9.  Ces 
équations  contiennent  deux  fonctions  arbitraires,  F  et  G. 

Il  esi  à  remarquer  que  les  surfaces  que  dous  venons  d'obtenir  ne 
l'ont  pas  partie  de  systèmes  triplement  orthogonaux  nouveaux  :  on  sait, 
<-n  effet,  que  les  deux  familles  de  surfaces  engendrées  par  les  lignes 
d'un  réseau  plan  orthogonal  lorsque  le  plan  poule  sur  une  surface  dé- 
veloppable  quelconque  forment,  avec  la  famille  que  constituent  les 
différentes  positions  <ln  plan,  un  système  triplement  orthogonal.  Si, 
en  particulier,  on  suppose  le  réseau  plan  obtenu  par  la  translation 
d'une  courbe  et  par  les  trajectoires  orthogonales  et  qu'on  fasse  rouler 
le  plan  sur  un  cylindre,  on  aura  le  système  précédemment  trouvé. 

Je  vais  profiter  «les  deux  fonctions  arbitraires  de  la  solution  pour 
assujettir  les  surfaces  trouvées  à  décrire  une  famille  de  Lamé  par  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  Os.  En  composant  ce  mouvement 
avec  une  translation  parallèle  à  Osi  on  aura  un  mouvement  plus  gé- 
néral dans  lequel  la  surface  engendrera  une  famille  de  Lamé.  La  sur- 
face esl  déterminée  par  les  équations  (6)  :  il  s'agit  de  former  les  quan- 
tités 0,  y.  /'.   s.  /  et  IL  .l'aurai  pour  cela  besoin  de  calculer  -p-et-p; 

je  désignerai,  pour  abréger  l'écriture,  par  F,  F',  F",  F'"  la  fonction 
Fi  z)  et  ses  dérivées  par  rapport  à  z.  par  G,  G',  G",  G'"  la  fonction 
G(tp)  et  ses  dérivées  par  rapport  à  9. 

La  première  équation  (Y>)  donne,  par  difïérenlialion  et  en  tenant 
compte  de  la  seconde 

F'  dz       cos©  dx  -4-  sin©  <ly, 
d"où 

coso  si  n  ci 
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el 


y  -  q$  -- 

y  cos<f  —  x  sin  s 
F' 

G' 

"  F 

>      i 

jj_    (ix  —  py 

_  _ 

G' 

y/r+  jt>2  +^  ~~   i  +  F'2' 

La  seconde  équation  (G)  donne  ensuite 

o  =  —  sincp  dx  -+-  cosy  dy  -f-  (G"  —  x  cosç  —  y  sin  y)  <-/o 

ou,  en  tenant  compte  de  la  première, 

o  =  —  sin  cp  dx  -h  cos  o  dy  -4-  (G" -f-  G  —  F  )  <:/ç> . 

l'osons 

P  =  G"4-G-F, 

nous  aurons 

C?œ  sin  ce  f/cp  cos  9 

par  suite, 

_dp  sin»<pF/a  +  coss<pFffP  _         F'2  —  cos2c?(F'2  —  F" F) 

r~  dl-  —  PF'«      '  PF'3  ' 

dp  .  F'2-F"P 

s=iy  =       sin  y  cos  y      ppi      , 

_  dq  _  cos*<p  F'2  4-  sin2  cp  F"P  _  F'2  -  sin*o  (F'*  —  F"  P) 

~  71}  ~  Pl^  PF'3 

L'équation 

ùi(qx-py)  =  6 

est  ici 

A  (  ~r- : =-r     -h  B  -, — -  =  o, 


Ox2         dy2  J  dx  dy 

parce  que,  la  surface  étant  une  surface-moulure  de  Monge,  on  a 

A  -h  C  =  o. 
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Calcul  de  A  : 

A  =  (i  -+-  q*)s  —  pqt, 

p«4  si,,                       F'1      F*P  i    F"      sinM*"  — FT) 

A=--pr    •smscos©  — ^ hsm<pcos<ppr»  jjpT? 


A  =  sill  fi  COSfi 

Je  poserai 


i         F  P+i 
pjr, 


il  oïl 


(  'dirai  <le  B  : 


F'»  _  F"  V  -h  i 
"'        "pfTï ' 

A  s=  W  sinç-  cos©. 

B=(i  ■+■  jr)t  -  (i  h-^s  >r, 


P»-t-cos»o  F"  —  sin's(  l;:      FT1 
"  —  p*~  PF'» 

_  F^-t-sin'o  P»  — cos'o (  P|       F   1 » ) 
F'*  PF'" 

n                             F'1       P'P-Hl 
B  =  -C0S2fi  ppTj 

B  =  —  m  cos  i>  o . 

Remarque.  —  Ces  valeurs  si  simples  auraient  pu  être  obtenues  en 
observant  que  les  équations 

xcos^  -+-ysinœ  -f-  G(cp)  —  F(h  )  —  o, 
—  a?  sin© -hycos© -+-G'(©)  =0 

représentent  les  projections  sur  xOy  des  tangentes  à  deux  lignes  de 
courbure.  L'équation  différentielle  de  ces  lignes  est  doue 

sin^p cosep  dx2  —  (cos2 9  —  sin8©) dxdy      sinç  cos©  =  o; 

on  retrouve  ainsi  les  valeurs  de  A,  B,  G. 
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Calcul  dc-r-'  —  On  a 
dx 


G' 


V/i+F'2 

ÔH 

G"  sine?           G'F"cos? 

dx 

P^i  +  F'2        (I4_F»)» 

àR 

_  sincfC^i  +  F'2)  — PG'F"coso 

dx 

P(i  +  F'2)^ 

Calcul  de  -=— : 

dH 

G"cos«p           G'F"sin? 

dj 

Py/j  +  F'-'             (,+p«)ï 

rJII 

G"(i  +  F'2)  cos«p  4-  PG'F"  sin? 

ày 

P(i  +  F'2)2 

Calcul  de  -r—r-  —  Posons 
dx* 


L  =  G"  (i  +  F/a)  sinç  -  PG'  F"  cos?, 

N=P  (i  +  P»)l 

11  en  résulte 

J2H  d^c  dx 


dx2  N* 

dx 


— -  =  G  (  i  +  P  -)  — rr-1-  -h  r  G  smocosa  -h  G  (i  -h  I4  2)  — ^ — *• 

(  G'"  -+-  G'  )  G'  F"  cos  cp  sin  <p        n ,  „  _,  „,    .    .,  cos8  o 

— p   — - +Gr  cos-  3  +  Gr   sm2  <p  —  PG  F    -p^- , 

'£  -  ^-p-  (i  4-  F'2)2  sin?  -  (i  ■+■  F'2)*  cos ?  +  3PF"(.  +  F'2)2"  cos? 

=  (i4-F'ï)2[(G/4-G0(i4-F2)s-^-(I4-F*)cos(P4-3PF''cos<p], 
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(1   •    F'*)   G  (i  -j-Pa)sinaç-i-PF/'G"sinçcosçH  G"(\  i  F,a)sinapcosç 
-  (G*  i-  G')G'F  sin-j  cosç  4-  l'<l  F"cosaç  +■  PG'F"sinaç 
_P»G  F  '";;'-    .(G'-hGOG*(n-P8)^ 

+  (G'  +  G")G  F  sinscosop 

-h  G"(i  4-F")  sinçcosç      l*<i  F  cos'ç  — •  3PF"G"sinapcosœ 

IP»G  F  -Vos- o, 

i  JN 
*  (i+P«) 

x  j[aG  (i   hPa)      2PF*G"]sin<pcos? 

-H    d  (n-P2)-i-P(i  l<  —  —  p  v sut2 9  =,     cosaç 

-h  3P*G  F"*cosa<p, 


,)-\\ 


5».=p-(i+p") 


7/9  \-|  àX  "    <)/ 


,1/ 


(I-+-F'»)» 


l 'aïeul  do. 


<)*H 
dxdy' 


a»  H 


v 


,,  .    cos-o 


j-  =  -  (•  (i  -t-  Y  -)  — p- — c  h-  2G"F/,sin8<D  —  (t  (i  h-  F'2)  — p 

(G'4-G"/)4-G'F"cos2^        «„„„        ,          Dr,/T7///9intpcoso 
H i-p !  -H  <  «    r    COSa<p  —  PG  1<     _-. — !  , 


Ë?         _  (G'  +  G'r)(i  +  F,»)»cos? 

ày  ~  P 


-(i+  Pa)2sin?  -f-  3P(i  +  K'2)-F"sinç 


(i  +  P»)*|   -  (G'+-Gw)(i4-F'a)^  -(i  -HP2)6m<p-H3PF"sin? 
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N  -, L    - 

oy  ôy 

(i  +  F'")* 


.pL  =  (i  +  F«) 


—  (i  -h  F'2)    —  G'"(i  h-  F'2)sin©  cos©  -+-  2PG"F"  siiro 

—  G"(i  -f-F'3)eos2f  -f-(G'-+-  G'")G'F",cos"© 

G  b  cos-  ©  —  P2  G  b    — ^p — I 

_+_  G"(G'+  G'")(i  -4-  P2)  siQyos"  +  G"(i  4-  F")  sin3© 

-  3PF"G"sin2?  — F"G'(G'  +  G'")cos29  -  PG'F"sin<pcos©l 
-h  3 P2 G' F"2  sin©  cos  y, 


(n-F'«V 


X  J  [  PF"G"  -  G"(l  +  F/2)J  cos 2 9 

r-/     ._ï7'a\      P'G'F"    ,    (G'+Gw)(i  +  F")G''      Dp,r,l   . 
—  G  (  i  -h  b  -) p7 h ip P  Jb "G    sin ©  cos© 

3P2G'F"2sin©cos<p, 

N^_l—  N  —  -1  — 

^     .  <>r  ^p-a/,  +p2)  *_^___li>:. 


(14-  F'2)2 


(i-hF'2)2 


Calcul  (/('-z—T-  —Posons 
4r2 


on  a  toujours 


M=  G"(i  ■+-  F'2)  cos©  +  PG'F  sin©, 

N  =  P(i  +  F/2)\ 


On  aura  donc 


j2h         <)r         <?r 


dv2 


N2 


Or 


G'"(i  +  F'-Mcos2o 


F" G"  sin  ©  cos© 


G"(i  -+-  F'2)  sin:;  coso 


(G'+Gr)G'F"smcpcos(f        ,,,-„   .               PG'F'">in^        „,„, 
_ _ i  —  G  h'  sur  9  h p^ !-  —  G' F' 


cos-©. 

t  I 
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u      l'-)|      G"(i  i-  F'^cos»®  ,   PF*G"sin<pcos<p 


i 


■+-  G"(i  h-  P*)  sin^cos^p  -   (G;  4-  GW)G'F*  sin-y  cosç 
—  PG  F  sin-ç,  h-  =5  -  PG  F  cos'ç 

■   (G    I   (•    id    hra) — (>—  '  H-(i  -+-  r  '  )  <■  "cosçsinç 

-3PF"G"sinçcosç  1  G'F"(G  -f-Gw)sinçcosç  +-PG'F"sinaç 
IP»G  F  Jsin-? 
,.  •  F'») 

[aG  (i   •   F'*)      2PF"G  Isin^cosç 

r  cvaN      D,vp,      (G'-+-G»)(i  +  F'«)GH       .,  P'G'F^sin»? 

—  3PaG'F*8sin»9, 

.    /Ml        ..  dN 
mu  .  \    ,        -M  T- 


(.  -hl--') 


1      F'«y 


Calcul  de  s—.       -r-=      -  Je  désignerai  !<•  Facteur  l>_2(i -h  F'2)  - 


«^  /  J  r  - 


par  //. 


d*H\  ..... 

,,'-    0  -  F") 

x!  JG  (i  +■  F"  -  PF")sinipcosip 

4-  |  '«'  +  G'>{t-^r")G-  _  G-(,  h-  p.)  -  PG'F-  -  ^] 

-+-  3P2(i'F"2COS2  9. 

Il  c^i  maintenant  facile  de  former  L'équation 


COS2  0  • 


<y-n      ,r-\\ 


(VU 


L(q'x-py)  =  o,        ou  \(   ^     -  _)  +  B  ^  - 

En  supprimant  les  facteurs  ///  et«,  el  remarquant  que  1  -+-  F'2  a  ton- 
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jours  été  supposé  différent  de  zéro,  il  vient 

G"(n-F'2-PF")  =  o, 

qui  se  décompose  en  deux, 

el 

d'où 

,     ,      EVS     i     1717" 

=  Ijr    -h  \  i . 
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G"  =  o 

1  +  F2-(G"h-G-F)F 

i  -h  F'2  +  FF" 


o, 


F" 

Occupons-nous  d'abord  de  la  seconde  équation.  Les  deux  membres 
sont  fonctions  de  variables  distinctes  :  ils  doivent  donc  être  égaux 
chacun  à  une  constante  «,  d'où  deux  équations  différentielles  ordinaires 
à  intégrer 


d'S 


+  G  =  a, 


La  première  a  pour  intégrale 

G(ç)=  a  -+-  C  cosep  +  C'sînç, 

C  et  G'  étant  deux  constantes  arbitraires. 
La  seconde  donne 


F(2)=«-hV/D-(z-f-C")8, 

D  et  C"  étant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires;  la  surface  cor- 
respondante sera 


j  \/D  —  (z  h-  C")-=      (x  -h  G)cos'^  -+-(/  H-  C')sin<p, 
(  o  =  —  (x  -h  G)  sincp  -+-(y  H-  C')cos<p,. 

En  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  chaque  équation  et  ajoù- 
tant  membre  à  membre,  il  vient 


(x  4-  G)2  +  (y  -+-  G')2  -+-  (*  -h  G")2  -  D. 


it>  ,  LUCIEN   LÉVY. 

On  trouve  une  sphère  quelconque,  ce  qui  n'apprend  rien  de  nou- 
veau. 

Examinons  alors  les  solutions  données  par  l'équation 

G"=o. 

<  >n  en  tire 

ii  el  l>  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'équation  de  la  surface  cor- 
respondante s'obtiendra  en  éliminant  9  cuire  les  deux  équations 

I  F|  -  )  ./■  cosç  1-  y  si n  9  -+-  ay, 

(  0  ./•  siiio  4-  j/rosç-  -h  r/. 

Nous  avons  l'ail  entrer  l>  dans  la  fonction  F(^).  Il  peste  ainsi  une 
Fonction  arbitraire  F(  8  >  el  une  constante  arbitraire  a. 

La  section  de  la  surface  par  un  plan  quelconque  parallèle  au  plan 
des  cy  est  une  développante  de  cercle  et  toutes  ces  développantes 
son!  égales  entre  elles.  On  peut  alors  concevoir-  assez  facilement  la 

forme  <le  ces  surfaces. 

Soii  un  cylindre  de  révolution  :  dans  le  plan  de  la  hase,  je  trace 
une  développante  du  cercle  de  base  partant  d'un  point  (  )  de  la  circon- 
férence de  ce  cercle,  el  sur  le  cylindre  une  courbe  quelconque  (C) 
partant  égalemenl  de  <  ).  Si  maintenant  je  déplace  le  plan  de  la  hase  du 
cylindre  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que  le  point  O  décrive 
la  courbe  (C),  la  développante  de  cercle  engendrera  la  surface  en 
question. 

En  d  autres  termes,  nous  avons  démontré  le  théorème  suivant  : 

Si  une  surface-moulure  de  Monge  est  engendrée  par  un  profil 
dont  le  plan  reste  tangent  à  un  cylindre  do  révolution  el  dont  un 
point  marqué  parcourt  une  développante  du  cercle  de  base  de  ce 
cylindre,  la  sur/ace-moulure  engendrera  une  famille  de  Lamé 
dans  tout  déplacement  pour  lequel  le  plan  du  profil  restera  tangent 
au  cylindre  rie  révolution,  peu-  exemple  dans  tout  mouvement  héli- 
coïdal ayant  pour  are  l'axe  du  cylindre. 
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Remarque.  —  Ce  théorème  fournit  une  solution  avec  une  fond  ion 
arbitraire  de  l'équation  qui  correspond  au  mouvement  hélicoïdal 

A(  py  —  qx  -+-  k)  =  o. 
où  k  est  une  constante. 

Le  système  triplement  orthogonal  se  complète  comme  précédem- 
ment par  des  surfaces  analogues  et  par  des  plans. 

Une  généralisation  naturelle  nous  conduirait  maintenant  à  étudier 
les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  les  deux  systèmes;  mais, 
M.  Petot  ayant  annoncé,  dans  la  Note  déjà  citée,  qu'il  avait  déterminé 
celles  de  ces  surfaces  qui  engendrent  une  famille  de  Lamé  par  transla- 
tion, j'ai  préféré  diriger  mes  recherches  d'un  autre  coté  et  aborder 
immédiatement  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes 
dans  un  seul  système. 

Les  plus  simples  parmi  ces  surfaces  sont  les  enveloppes  de  sphères 
ou,  pour  employer  une  expression  proposée  par  M.  Lecornu,  les  péri- 
sphères.  Je  vais  chercher  à  déterminer  celles  de  ces  surfaces  qui  satis- 
font à  l'équation 

A(.)  =  o. 

Les  surfaces  à  lignes  de  courbure  circulaires  dans  un  système  sont 
définies  par  les  deux  équations 


(7) 


O  -  af  -+-(/-  by  +(z-  cf  -  R2  =  o, 
a'(x  —  a) h-  b'(y  —  b)-\-  c'(z  —  c)-h  RR'  =  o, 


dans  lesquelles  a,  b,  c,  R  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  arbi- 
traire X  à  éliminer,  a',  b',  c',  R'  les  dérivées  de  ces  fonctions  par  rap- 
port à  X. 

Nous  aurons,  comme  précédemment,  à  calculer  les  fonctions  p,  <y, 
r,  s,  t  et  H.  Pour  cela  nous  aurons  à  différencier  totalement  les  deux 
équations  (7);  nous  appellerons  a",  b",  c",  R"  les  dérivées  secondes  de 
a,  b,  c,  R  par  rapport  à  X;  enfin  nous  introduirons,  pour  simplifier 
l'écriture,  une  fonction  auxiliaire  D  définie  par  l'égalité  suivante 

j  D  =  a"(x-a)+b"(y-b) 

(  +  C"(z  -  c) -  a*  -  b'*  -  c'2  +  R'2 H-  RR". 


I  i  GIKN    l,K\  <> 


Gela  pose,  la  première  équation  (7)  différentiée  donne,  en  tenant 
compte  de  la  seconde, 


il  ou 


il  ou 


(./•  —  a  )  dx  -+-  (y  —  /;)  c/y  -\-{z  —  c)  <lz        o  : 


.*■  —  il                               1           /; 
D  =    »  (1  =    ^ 

'  <     -  z  '         c 


La  deuxième  équation  (7)  donne  ensuite 

a'dx-hb'dy      tf(pdx  h  y  rfy)  -+-  D  dk  —  o  ; 


<><  D  <)/  '  1) 

l'osons  encore 
(«))  A,      a-hpc',         U t  =--/>' -h  (/<■ . 

nous  aurons 

1  10  1 


<]ï  A,  dX  U, 

dx  "      "  D  '         tfy  =      "  D 


(  lalculons  maintenant  /\  v,  /  . 


r=%- 


il  1  c 


(■i'-q)'       ^  <ft 
~(e-c)3   +  (?X  '/' 


ou 


(x  —  <?)2-Hi-  —  zy       A,  <fy> 

(c  — s)3  "  77  d), 


Or 
Donc 
De  même 


dp —  a'         c'  (./•      a) 

<n  ~~  ë^l  ~  '  (c  —  zy  ' 
_  i-t-//2  A] 


A, 


D(c-s) 
B. 


.ç  = 


0)  c  —  s  ' 

(#  —  a)  (j  —  6)         <fy?  <JX 

(c  — 5):i  dX   d/ 
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OU 


M 


A,B, 


t  = 


c  —  -    '    D(c  —  z) 
1  (j  —  *)a        %  àl 


(c  —  z)'         dl  dy 


ou 


tssl±£  B! 


c —  ;         D(c  —  a1) 
On  aura,  pour  les  coefficients  de  l'équation  (i),  les  valeurs  suivantes 


A  =([  -f-  q2)s  —  pqt 

r> 

=  l7(T=TTj  [A,(i  -+-  qa)-Btpq], 
B=(i  -{-p*)t-(i  +  q*)r 

=0  +  P")[^-HE^y]-(I  +  î^ 


B* 


D{c-m) 


p:+    a,b* 


D(c-;) 
G  =  pqr  —  (i-hp2)s 


V, 


D(c 


-[A,^-B,(n-r')[ 


Calculons  maintenant  H  et  ses  dérivées 


H  = 


s/i  +y?5 

-t-<7â 

v/(^r- 

—  a 

)24-(/ 

-6) 

-h(*r-c)* 

dH 

ôx 

= 

«  + 

ax  _ 

âx 

B 

A, 
D 

dH 
dX' 

dH 

7 

B, 

dH 

ày 

B 

D 

W 

dH 

*= 

c' 
R 

'z-c) 

B' 

s  —  c 
~B~' 


Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  IV,  1892. 
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Les  dérivées  de  A,  et  1>,  par  rapport  à  ./■  ou  y  introduiront  doux 
quantités 

\.  =  «"  +  ;„■  .  H2=//'-l-<yr". 

en  sorte  que 

i  -  =  rc  -+-  A,  -r- 

9*  -  r/.r 

et  <le  même  pour  les  autres  dérivées. 
Ou  aura  Aiuw 

(PB         r        pR'  d\        _i  OU  f     ,        i     «^ 
«te1     "  H  "     R*    dx    "  i)  <)X  v'c>  +     -  efa 


(Ul 


\,      .          OU  cîX\  <M        A,  <PU  dl  \,  /'II' 

D»\    4_t"  ax  d*J  <>x  ""  I)   dl*  o.r  +  1>    i; 


«te»  =~  \ïî    "  h  5T/r+    D     R» 

+  D«  dX  2A«A*       D-.   ^x   <)X  +  D»    <JX2" 
1  se  +  A 


r/.rrfy         R  R«    dy        D  01  \  2  <)\ 

V    t\]         ^D  ^X^  <^I1 A,  £>vn  «^        A,  g IV 


l)J  V  <>X   <^7  à\         D    <JÀ2    dy         D     R* 

/  i         c'  <)Ii\  R'     .  .,      s 

=  (u-D^j-Ç-hi^(A'^+13'/J) 

+  D5  ^lA^.  +  A.^j-  -pr  7;X  3x  +  155-  5x« 

.//-   r-R  R2    Oy        D  01  \       +     -  Oy) 

_  R,  /.  OD  01  \  dH        B,  d'H  dl        R,  y  IV 

■+■  D2  ^a  -+"  ^x  ^  J  dX   -  "    ,)    ()/  2   ^v,  "+-  d     H* 

_  \R      d  <a/  l^~     R2 

I_Ë5oR  R         BJ^DdH        Bj^H 
"*"  D2  dl  ZD*D*       D3   dx   01   "*"  D2    <?X2  ' 

Nous  pouvons  alors  former  la  quantité 

^   '  c£r2  cte  t/y         ^  dyi  ' 
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si  nous  remarquons  que  Ton  a  identiquement 

Ar-f-  Bs  +  Cl  =  o, 
nous  pourrons  écrire 

*(i)=  ^5  [aAA4>+(AlSr  +  B,/>)B +-2CB,  y] 

-H  gï  ^  [aAA,  A24-(A2B,  ■+-  B2A,)B  +■  2GB,  B2] 

+  (r^SI-^[AA-  +  BA'B'-,-CB«]- 

Le  dernier  crochet  devient,  en  remplaçant  A,  B,  G  par  leurs  va- 
leurs, 


1 


[B,A;(i  +  ^)-A;B;^ 


-4-AlB;(i-+-p2)-A;Bl(n-y2) 
+  A;b;W  -  A,  BJO +/>')]. 

Il  est  donc  nul  identiquement. 
Le  premier  crochet  s'écrit 

(2  AA,  -t-  BB,)/>  4- (A,  B  4-  2B,  G)  q. 
Le  second 

(aAAl  4-  BB,)A2  4- (A,  B  4-  26,  C)B2. 

Nous  avons  donc  à  calculer 

2ÀA.H-BB, 

=  dT^[2A'B'(i+^)-2A)B;^+B;(i+^)-B'AÎ(i  +  ^ 

=  D(^T)KA^-B^)i+Aî  +  ]^] 


3*0  LUGU  n    LÉVY. 

.•I 

aCB.H  A,B 

=  D(^T)l^/V-^V^A;-+-n;|. 

L  équation  A(i)=  <>  devienl  donc,  en  supprimant  Le  facteur 

(g' g  —  f,' p)*  +  \*  +  \jt 

D«(c-s) 
(il)  ^(///>  -  "'y  )  +  g  ^  (AaB,  -  BSA,)=  o. 

Il  reste  doue  à  exprimer  que  cette  équation  (i  i)  est  identiquemenl 
vérifiée  par  tous  les  points  «lu  périsphère  représenté  par  les  équa- 
ii(»iis( '-).  Nous  avons  à  développer  l'équation  (i  i  ).  Pour  cela,  intro- 
duisons la  aouvelle  fonction  auxiliaire 

2k  =  a'*+b'*+  r-  -  R'», 

donl  le  choix  sera  justifié  ultérieurement 

k'  =  a  a"  H-  b' h"  H-  c  r"  -  [{'  R". 

La  valeur  de  I)  (  8)  devient  ainsi 

D  =  a  (r  -  a) -h  b"(y  -  b)+c"{z  -  c)-h  RR"-   >/,. 

ou,  en  posant 

i  —  a  =  X, 

y  tt  b  =  Y, 

z  —  c  =  Z, 

D  =  a"X  -4-  //'  Y  -+-  c"Z  +  RR"_  2/,. 


SUR    LES    SYSTEMES    TRIPLEMENT    ORTHOGONAUX. 

Les  équations  (7)  et  (1 1)  s'écrivent  aussi 


>:- 


(12) 

(i3) 

('4) 

Or 


X2  +  Y2-hZ2-R2  =  o, 


b'X-a'Y 


(«"X  +  b"Y  +  c"Z  H-  RR"  -  -  2&)R' 


4-R2^(A2B1-R2A()=o. 


A,B,  —  B2A,  ==(«"+  pc")(b'  +  qc')  —  (b"  -h  qc"){a'  -h  pc') 
=  a"  ô*  —  a'  6"  -h  p(b'  c"  —  c'  b")  -+-  q(  a"  c  —  et!  c"  ) 

=t  a"//  -  a7>" -  \{b'c" -  c'b")  -  \  {a"c  -  a'c") 


et 


Rr'  +  R'Z 

R*        ' 


L'équation  (14)  s'écrit  donc  finalement 

(  R^//X-a'Y)(a"XH-//'Y  +  c"Z+RR"-2A)H-(Rc'  +  RZ) 
{l3)l       x  [(a" b'  -  a'b")Z  +  (7/V  -  b'c")X  +  (c"a'  -  a'V) Y]  =  o, 

ou,  en  développant, 


R'^a* 

Xs 

-  a'b"li' 

Y2+«"£'R 

/ 

Z2— a'a"R' 

XY 

-  a'  b"R' 

Hr#é>"R' 

X 

—  a'c'W 

YZ-+-&"c'R' 

7 

d 

iX  -h  des  term 
il  premier  deg 

îS 

[•(''  =  0 

Mais  on  a  identiquement,  en  vertu  des  équations  (12)  et  (i3), 
R'b'a°(X2-h  Z*)-  aVR'XY  -  a'RVYZ  =  œ"è'RsR'  +  a'RR2Y 

et 

-  Ra'  &"(  Y2  +  Z2  )  -+-  //  b"K  XY  +  b"c  R'  \Z 
=  -a'6"R2R'-  //'RR2X. 


1-2 


Il  CIKX     I.KYY. 


=  0, 


La  somme  des  deux  premiers  membres  de  ces  identités  reproduit 
l'ensemble  des  termes  du  second  degré  de  l'équation  (j5)  qui,  dévelop- 
pée entièrement,  devient,  par  suite, 

R»R  (aTb'-a  V)  h  llll/J^  V  —  llll-//  V-  2AK  (A  \  -  a'Y) 
H-  RR  lii  A  \       d  V  )-h  Hc  '(«"//-  «'//')  Z 
■+-Rc'(6"c  -  6V)X    -hRc'(c"a'  -aV)Y  =  o. 

Ajoutons  au  premier  membre  la  quantité 

Vu  a  />'    -  a  h  K^X-h  //Y  H-  c'Z  -h  RU'), 

qui  est  nulle,  à  cause  de  l'équation  (r3);  il  vient 

a  \\\{\\^^r^-b^-b''\\\{\\i-c'--ai)  +  \\\\'\\''(b'\-a'Y) 
-  b'\\\(àa"+r'r')+a  \\\  j  oV  +  ////')-  2*R'(6'X  -  a'Y) 

ce  qui  peul  s'écrire 

a  \{\ \-  ih  -h  a'2)  +  b"\i\{->.k  -  b"2)  -  b'RX(a'a"  -h  c'e")  , 
!  a  RY(c  c  -h////  i--</l-ir(/'X-o'Y)+KR'IV(6'X-fl'Y)  | 

ou  enfin 

(iG)     2*(a  K'V-//K'X-«//KY-h^KX)4-A'K(a,Y  —  //X)=o. 

Telle  es!  l'équation  qui  doit  être  identiquement  vérifiée  en  vertu  des 
équations  (12)  et  (i 3).  Au  lieu  d'éliminer  Z  et  le  paramètre  à  entre 
ces  trois  équations,  ce  qui  est  impossible,  je  vais  éliminer  X  et  Y  et 
exprimer  que  l'équation  résultante  en  Z  cl  A  est  identique.  Mais  je 
remarque  auparavant  que  l'équation  (iG)  est  une  identité  si 


=  o, 


2/1  =  a"2  -+-  //2-h  c's 


R'5 


On  a  donc  une  première  solution  du  problème;  mais  cette  solution, 
qui  justifie  le  choix  de  l'inconnue  auxiliaire  2  A-,  ne  donne  aucune  sur- 
face réelle.  En  effet,  la  condition  2/1  =  0  exprime  que  chaque  sphère  (7) 
louche  son  enveloppe  en  un  point-cercle.  Cependant,  au  point  de  vue 
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imaginaire,  nous  avons  le  théorème  suivant  qui  donne  de  l'équation  (3) 
une  solution  avec  deux  fonctions  arbitraires  : 

Etant  donnée  une  courbe  gauche  quelconque,  si  l'on  mène  une 
.série  de  plans  perpendiculaires  aux  tangentes  de  celte  courbe  tels 
que  le  point  de  rencontre  M  d'une  tangente  avec  le  plan  qui  lui  est 
perpendiculaire  décrive  une  développante  de  la  courbe,  et  si  dans 
chacun  de  ces  plans  on  mène  les  deux  droites  isotropes  qui  se  croi- 
sent au  point  M,  le  lieu  de  ces  droites  sera  une  surface  qui,  par  une 
translation  quelconque,  engendrera  une  famille  de  Lamé. 

Mais,  dans  ce  cas,  le  système  triplement  orthogonal  n'est  pas  com- 
plété par  deux  familles  distinctes  de  la  première. 

Je  supposerai  donc  A-  différent  de  zéro  :  on  tire  des  équations  (i3) 
el  (16) 

X        Y        —  RR'  —  c'Z 


a  [3  a'a-|-&'p 

en  posant 

a  =  ih(a'R'-  a"l\)-h  k'a'R, 

j3=2/f(Z/R'-//'R)-HA'6'R. 
Portons  les  valeurs  de  X  et  de  Y 

x  _  RR'+c'Z  Y  q  KR'+i-'Z 

dans  l'équation  (12).  Cette  dernière  équation  devant  être  identique- 
ment vérifiée,  quelles  que  soient  les  valeurs  données  à  Z  et  à  "k,  le  coef- 
ficient de  Z2  doit  être  nul,  d'où  la  condition 

(a2  H-  (J2)c'a  4-  (a  y.  -+-  b'^f  =  o. 

En  annulant  le  terme  en  Z  et  le  terme  tout  connu,  on  trouve 

RRV(a2-+-p2)=o 
et 

(a2-(-fl2)R'2-(«'a  +  ^p)2  =  o. 

Si  a2  -h  (32  n'est  pas  nul,  il  résulte  nécessairement  de  ces  trois  équa- 


ï-  ,  ii  (ii:\    11  \  <> . 

lions  les  trois  nouvelles  conditions 

R'«o, 

C'  =  O, 

d'y.  -h  b'$  =  o, 

donl  l.i  dernière  résulte  des  deux  précédentes.  Donc  las  surfaces-ccè- 
nal  liant  la  directrice  est  une  courbe  plane  située  dans  un  plan  per- 
pendiculaire  à  ÛZ  répondent  éi  la  question.  Mais  cette  solution, 
d'ailleurs  évidente,  n'esl  pas  nouvelle  :  »vllc  rentre  dans  les  surfaces- 
moulures  précédemment  trouvées. 
Si  a- -h  $*  est  nul,  on  doit  poser,  en  se  bornant  i"1^  surfaces  réelles, 

a  =  o, 
f  =  o 

oll 

2 k ( «'  U'  —  a"  Il )  -+-  A-'  a'R  =  o , 

,/,,// 11'-//  'K)-hA-7/K  =  o, 

<■!  ces  conditions  sont  suffisantes. 

Divisons  les  deux  membres  de  la  première  équation  par  2 /ira' R,  de 
la  seconde  par  2/.// 15.  il  vient 


"7' 
d'où 


II' 

a" 

-r  + 

k' 

11 

rr 

2  k  ~ 

w 

/y" 

k1 

R 

•77  + 

ik  ~ 

a" 

/y 

a' 

=  F' 

a' 

=  mô' 

1 

a 

=  m& 

-h  n, 

=  o. 


w  et  /?  étant  deux  constantes.  Ainsi  la  courbe  directrice  du  périsphère 
doit  être  située  dans  un  plan  parallèle  à  la  translation  :  je  supposerai 
que  ce  plan  soit  le  plan  ZOx 

b=o. 
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L'équation  (17)  donne  ensuite 

logR  —  \o'j;a'  -+-  lo^y//r  =  log  — 

ou 

R  sj-ik  =  ma' , 

/>?  étant  une  constante  arbitraire.  Elevons  au  carré,  il  vient 

(18)  R2(a'2  +  c'2  —  R'2)  =  m'2a'-. 

Ainsi  nous  obtiendrons  des  solutions  du  problème  proposé  de  la 
manière  suivante  : 

Décrivons  dans  un  plan  parallèle  à  Qzunc  courbe  arbitraire  et. 
de  tous  les  points  de  celte  courbe  comme  centres,  décrivons  des 
s  pli  ère  s  dont  le  rayon  sera  déterminé  en  fonction  des  coordonnées 
du  centre  par  V équation  (18  ).  Ces  sphères  enveloppent  une  surface 
qui,  par  translation  parallèle  à  O;,  engendrera  une  famille  de 
Lamé. 

L'équation  (18)  est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique. 

Posons 

R2  ==  u, 

d'où 

2RR'=  u. 

L'équation  (18)  devient 


a'2 

(19)  (a"-  -+-  c"-)u - 


mr  a  -. 


et  la  section  de  la  surface  par  le  plan  zO.c  résulte  de  l'élimination  de  A 
entre  les  deux  équations 

(x  —  af  -h  (z  —  c)2  =  u, 
ia ' Çr  —  a)  -h  ic'(z  —  c)  -+-  u'  =  o. 

La  première  de  ces  deux  équations  est  celle  d'une  circonférence  ;  la 
seconde  est  celle  de  la  corde  de  contact  de  la  circonférence  avec  son 
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h6 


i  i  (ii\    LEV^ 


enveloppe.  Soit  ô  la  distance  de  cette  corde  au  centre  de  la  circonfé 
rence,  on  a 

;-■ 

el  l'équation  (  i  <  >  ^  peul  B'écrire 


|     |0  | 


//        ô"        nr 
a 


Soit  0  l'angle  que  fail  avec  <).'•  la  tangente  en  M  à  la  courbe  direc- 
trice du  périsphère,  PQle  rayon  de  la  ligne  de  courbure  circulaire 
correspondant  au  point  M  :  nous  aurons 

l»oJ  =  „_^, 


cos»e  = 


a'* -h  c' 


d'où,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (  26  ). 

PQ       ///c.sO: 
or,  soient  T  !<•  point  de  rencontre  de  Os  avec  la  tangente  MT,  S  celui 


OR M, 


de  O:  avec  la  parallèle  à  MT  menée  par  le  point  Q,  on  voit  que 

PO  =  STcosO. 


Donc 


ST- 


m. 
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Nous  pouvons  enfin  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  les  cylindres  de  révolution,  qui  ont  pour  bases  les  diverse* 
lignes  de  courbure  circulaires  d'un  périsphère  symétrique,  inter- 
ceptent une  longueur  constante  sur  une  droite  \  du  plan  de  symé- 
trie du  périsp/ière,  ce  périsphère  engendrera  une  faim I h'  de  Lame 
petr  une  translation  parallèle  à  la  droite  A. 

Il  y  a  intérêt  à  montrer  qu'on  peut  avoir  des  solutions  réelles  : 
pour  cela  récrivons  l'équation  (19)  en  prenant  a  comme  variable  in- 
dépendante 

(2i)  u-  —  .{(1  -+-  c'~  )  u  4-  \m-  -:  o. 

(loi Le  équation  admettra  l'intégrale 

//  =  2am, 
si 

l  +  C!  =  - 
a 

Celle  dernière  équation  admet  comme  intégrale 


m  I  ni 

i  22  )         c  —  —  a  i  / r  -h  m  arc  tang 1  / •  1  -+-  const. 

La  courbe  qui  représente  cette  équation  a  évidemment  une  partie 
réelle  qui  correspond  aux  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  m.  La  va- 
leur de  u  correspondante  est  positive,  donc  le  rayon  est  réel.  Enfin, 
les  lignes  de  courbure  circulaires  sont  réelles  et  j'ajouterai  même  que 
leur  plan  coupe  toujours  le  périsphère  sous  l'angle  de  45". 

J'ai  donc  déterminé  tous  les  périsphères  réels  répondant  à  la  ques- 
tion :  il  reste  à  dire  quelques  mots  des  surfaces  imaginaires  pour  les- 
quelles 


a2-f-p2  =  o. 


11  en  résulte 

a' a.  -+-  b' P  =  o. 
Si  donc  on  prend 


a=iï  (*W- 


ou  aura  au  —  i 


i  i  Cil  N    i  i  \  S  • 

u         ib\ 

il         il>  ■+-  //, 


et  cette  dernière  condition  nécessaire  esl  aussi  suffisante,  comme  il 
esl  facile  <]<•  s'en  assurer.  Donc  les  périsphères  symétriques,  par  rap- 
port à  un  plan  isotrope,  engendrenl  aussi  par  translation  une  famille 
de  Lamé.  (  lette  dernière  solution  comporte  deux  fonctions  arbitraires, 
puisque  la  direction  plane  ci  la  loi  de  variation  du  rayon  de  la  sphère 
«-mil  arbitraires. 

Reprenons  l«'  cas  d<->  surfaces  réelles  pour  compléter  le  système  tri- 
plement orthogonal;  !<•  problème,  comme  ou  le  verra,  s'achève  par 
des  quadratures.  La  famille  de  Lamé,  que  nous  venons  de  déterminer, 
s'obtient  eu  éliminant  un  paramètre  variable  X entre  les  deux  équa- 
tions 


i  x  —  <i)--+-y-  -h  {z  —  u  —  c)a  =  Ra, 
u  |  /       a  \  ■  c  {  z      n    -  c)  +  R.R'  —  o, 


dans  Lesquelles  nous  avons  introduit  un  nouveau  paramètre  w  dont  la 
variation  entraînera  !<■  déplacement  du  périsphère  parallèlement  à  (  ):. 
Il  convient  aussi  de  récrire  l'équation  de  condition  entre  les  fonctions 
données 


I  26) 


\\U«-' 


lv  -  )  —  m2 a'-  =  o. 


Toutes  les  surfaces  d'une  des  deux,  autres  familles  couperont  la  pre- 
mière suivant  une  première  famille  de  lignes  de  courbure,  parexemple^ 
suivant  les  lignes  de  courbure  circulaires,  et,  par  conséquent,  seront 
aussi  des  périsphères.  Ce  sont  celles-là  que  je  vais  d'abord  déter- 
miner. 

Soit 


(26) 


O-  a)*  -h/3  4-  (s  -y)2 


une  des  sphères  enveloppées  de  ce  nouveau  périsphère.  Cette  sphère 
devra  contenir  le  cercle  (23),  (2.\)  et  de  plus  couper  à  angle  droit  la 
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sphère  (23),  ce  qui  donne  les  conditions 

a  =  a  -f-  a! S, 
y  —  II  H-  c  h-  c'S, 
c2  =  (V2  -f-  r:'2)S2  -f-  sRR'S  -h  II2. 
(a  —  a)2  •+-  (m  -h  c  -  y)-  =  f  +  R2. 

Dans  ces  équations,  S  est  une  nouvelle  variable.  On  en  tire 

S-       * 


(27) 


,  R  ,  K 

f   R7'  "<' =  U  +  C  ' 

(a'S_4_C'2_  R'2\RÎ  /n2r/'2 


a  =  a  —  a  ^ ,        y  =  m  h-  c      c  ^  > 


R'- 


IV 


Je  vais  maintenant  considérer  le  paramètre  a  comme  une  fonction 
de  A  et  assujettir  la  sphère  (26)  à  toucher  son  enveloppe  précisément 
suivant  le  cercle  qui  a  pour  équations  les  équations  (28)  et  (24).  H 
suffit  pour  cela  que  les  deux  plans  de  contact  des  sphères  (  23)  el  (26) 
avec  leurs  enveloppes  coïncident,  c'est-à-dire  que 


a'         c'         aa!  -+- c' (u  -\-  c)  —  H IV 

Or 

a'  ==  a'  -f-  S  a"  -h  a'  S', 

y'  =  «'  h-  c'  -h  Se"  H-  c'S'. 

La  première  des  deux  conditions  précédentes  devient  donc 

a"  a       c"  a' 

a  c'  c 

,        ne  —  rt  c    o         a  C  —  a  c    n 

/    u\  f  a' c'1  —  a' c'   R    ,-, 

(  28  )  «  =J  -, ^  dk  =  ç  -+-  u{ , 


ou 


I8n 

en  posant 


LUCIEN     II  \  ï 


,     a  c       n"&   R    r 


Quant  à  l;i  seconde  condition,  il  esl  facile  de  voir  qu'elle  est  une 
conséquence  de  la  première  si  l'on  a  bien  soin  de  prendre 


niii 

F        i; 


Donc  la  seconde  famille  «le  Lamé  du  système  triplement  orthogonal 
sera  déterminée  par  les  équations 


f30 


(.r         y.  r         |  {  z        y        r  )'-        f        o, 


où  nous  a\<»ns  nais  en  évidence  la  constante  r  donl  la  variation  entraî- 
nera I''  déplacement  «le  la  surface  parallèlement  à  Or.  Los  fonctions  a, 
Y  «M  p  sont  déterminées  par  les  équations  (27),  (28)  et  (99). 

Remarque.  —  On  tire  des  équations  précédentes 


O 


C 


d'où 


j; 


x'  m 
m  y.   . 


IV2 


H-(  a's  -  c  -'  —  II'-  1    -  m'1  a"1  =  —    p2(#'2  -H  y'2  —  ?'2  )  —  ///'-a'- 

Or  le  premier  membre  de  celle  égalité  esl  nul  en  vertu  de  l'équa- 
tion (  25  ):  donc  le  second  l'est,  et  Ton  a 

p2|  a'2  -h  y'2  —  p'2)  —  nr  a'2  —  o, 

équation  qui  joue  dans  la  seconde  famille  le  même  rôle  que  l'équa- 
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tion  (2j)  dans  la  première.  Il  faut  remarquer  que  la  même  constante  /// 
figure  dans  les  deux  cas,  ce  que  l'interprétation  géométrique  (  25  > 
ou  (1.8),  donnée  plus  haut,  permettait  de  prévoir. 

Il  nous  reste  enfin  à  définir  la  troisième  famille  de  surfaces.  Soil 

w=f(x,y,z) 

l'équation  de  cette  famille.  Si  a  et  v  sont  les  paramètres  directeurs  des 
deux  autres  familles,  on  doit  avoir,  comme  on  sail, 

, .,    .  Ou  dw       Ou  dw       Ou  dw 

'  yl  '  a  ,-  7T7-  "^  JTT-  7k-  ~*~  ~a- 


<  33  ) 


dx  Ox         Ov   Of         Oz   Oz 

dv   dw        dv  dw        dv  dw 

Ox   Or         dy   Ov         Oz-  Oz 


Mais  il  est  évident  que  toute  surface  de  la  troisième  famille  doit 
pouvoir,  par  une  translation  parallèle  à  O;,  engendrer  la  famille  com- 
plète; donc 

w  =  z-+-  o  (./:,>') 
et 


dw 


dw    dw 

ou 


Alors  les  équations  (32)  et  (33)  feront  connaître  j-,  -j-  e 
obtiendra  w en  intégrant  une  différentielle  totale.  Effectuons  le  calcul  : 
j'ai  d'abord  besoin  d'avoir  y-  et  — ;  pour  cela,  je  différentie  totale- 
ment l'équation  (23),  ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  l'équation  (24), 

(  x  —  a  )  dx  -+-  y  dy  ■+•  (z  —  u  —  c)(dz  —  du  )=  o. 
Donc 

Ou  x  —  a 


Ox  z  —  11  —  c 

Ou  _  y 

0/  z  —  11  —  c 

du 


IV  incinc 


Il  CIEN 

i  i  VI 

<) 

• 

d 

V         .r 

r 

1    ' 

" 

<M-           dw 
—  a  )  -3 — hyT 

dv  i 

tty     '  S  -  ■  , 

el  les  équations  qui  déterminenl  w  devienneril 


s  —  «  —  c  =  o, 

5  —  p  —  Y  =  o  ; 
d'où 

«m  i     -  7  —  a  -    i  <A»'  («  —  p  —  y  I  (  ■''       a)  —  (-3  —  M       0('r  —  a) 

^  /  <7  —  r  ()y  y  (a  —  aj 

<>><    ^(»' -f- y)—  a(//  +  c)  +  (M  +  C —  r        -;).r-t-(a  —  «)5 

Or 

a  =  a  H-  a' S, 

p  H- Y  =  «  +  c  +  c'S: 

6>ir  _  r 


donc 


âvp a<  a  -+-  c  -t-  c'S)  —  (a -+- a'S)(«  +  c)      c'Sa; -+-**' Ss 

dy  "  —  a'  S/ 

0h   flf(i«+c)  —  ac' •+-  c'a:  —  a' z  c'  (x  —  a)  —  a'  {z  —  u  —  c) 

àj  a' y  n'y 

,  c'    ,  c' (x —  a) — a' (z  —  u —  c)    -,  , 

fhv  = ;  dx  H — -—— — dy  -h  dz. 

a  a'y  J 

dw  est  une  différentielle  exacte,  comme  un  intéressant  calcul  permet- 
trait de  le  vérifier.  Mais  on  sait  que,  si  deux  familles  de  surfaces  se 
coupent  à  angle  droit  suivant  leurs  lignes  de  courbure,  elles  font  partie 
d'un  système  triplement  orthogonal  et  la  troisième  famille  existe.  La 
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vérification  est  donc  inutile  et  l'on  a 

w  =  ,  +  jf  [-  £  A  +  ^-")-^-"-0  ,,,.] , 
ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  (24), 

J    |         a  a  c  y  J  J 

Dans  cette  égalité,  X  est  considéré  comme  une  fonction  de  a?  et  dey, 
définie  par  les  équations  (23)  et  (24).  Le  problème  est  donc  entière- 
ment résolu. 
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Sur  la   théorie   des  Jonctions  algébriques   de  deux  variables; 
Pau  M.   Gustaf   KOHI»,    a  Stockholm. 


Dans  son  célèbre  Mémoire  Recherches  sur  les  fonctions  algé- 
hriques  ('),  Puiseux  a  le  premier  étudié  les  points  singuliers  des 
courbes  algébriques.  Pins  tard,  M.  Weierstrass,  dans  ses  Leçons  sur 
In  théorie  des  fonctions  algébriques  et  des  fonctions  abéliennes,  a 
donné  une  nouvelle  théorie  des  fonctions  algébriques  d'une  seule  va- 
riable, qui  est  extrêmement  élégante. 

L'objet  de  ce  Mémoire  sera,  en  suivant  une  méthode  analogue  à 
celle  de  M.  Weierstrass,  d'étudier  les  points  singuliers  des  fonctions 
algébriques  de  deux  variables  et,  en  particulier,  de  donner  la  repré- 
sentation analytique  de  la  fonction  dans  le  voisinage  de  ces  points. 

Soit 

|  i  )  f{x,y,z)  =  o 

l'équation  d'une  surface  algébrique;  nous  nous  proposons  de  repré- 
senter toutes  les  valeurs  de  #,  y,  z  qui  sont  situées  dans  le  voisinage 
d'un  point  arbitraire  («,  b,  c)  de  la  surface  par  des  séries,  procédant 
suivant  des  puissances  entières  et  positives  de  deux  variables  auxi- 
liaires. 
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186 
Posons  d'abord 


GUSTAF    KOltli. 


on  aura 


ou 


/'(  ./•.  v,  s)  =  \tt  +■  Bp  4-  Ctt>  +  («,  P,  rt>)a  -+- 

(  II,  v\  w\ 


contient  1rs  termes  d'ordre  u.  Si  lous  les  coefficients  A,  B,  C  ne  sonl 
pas  nuls,  nous  pouvons  choisir  deux  Fonctions  linéaires  el  homogènes 

de  h.  p,  w 

S        y   ii    h  {&  P  -+-  Y  "'• 

t  =  a,i*  -t-p,p  ■+-  Y,w, 


telles  que  l»*  déterminanl 
(a) 


A  I!  C 

«  p  Y 

«,  P,  v 
Considérons  alors  le  système 


o  ==.A«  -h  Bp    h  Cgp  -+-(//.  p,  w?  )...  -+-  — 
.v  =  cnu    H-  (Îp    -h  7sv. 
*  =  «,«-+-  ^i'  +  ^VV. 

Le  déterminant  dos  tonnes  linéaires  de  ce  système  n'étant  pas  zéro, 
toutes  les  valeurs  de  //,  p,  w  dans  le  voisinage  du  point  (o,  o,  o)  sonl 
données  par  les  formules 

u  =  pi(s,t), 

v  =  Pt(s,  l), 

w  =  p,(s,n, 

où.pt(s,  t),  p.2(s,  t),  p3{s,  l)  sont  des  séries  entières  de  s  et  /  qui  s'an- 
nulent en  même  temps  que  les  variables  elles-mêmes  ('  ). 


(*)  Nous  entendons  toujours,   dans  la  suite,  par />(a,  t)  une  série   de   cette 
forme. 
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En  revenant  aux  variables  x,y,z,  nous  aurons,  par  conséquent, 
toutes  les  valeurs  de  x,  y,  z  dans  le  voisinage  du  point  (a,  b,  c)  de  la 
surface  algébrique 

f(x,y,z)  =  o, 
par  le  système 


x  =  a  -hpt(s,  t),         y=  b-h  p.,(.s,f), 


C  -f-  p,(  S,  (  ). 


La  question  est  beaucoup  plus  difficile  si  les  trois  coefficients  A. 
13,  G  s'annulent,  c'est-à-dire,  si  le  point  (a,  b,  c)  est  un  point  multiple 
de  la  surface. 

Soit 

f(xyy,z)==  F(w,  p,  w)  =  (w,p,  w)m  +  (  u,  p,  «>),„.,.,  4-.... 
L'équation  F(  i/,  p,  w)  =  o  commence  par  des  termes  d'ordre  ///. 

m  >  2 . 


Posons  ensuite 


(3) 


or  -  y./z  H-p.-ïj-hy.î;, 


où  les  coefficients  a,  (i,  y  sont  seulement  assujettis  à  la  condition  de  ne 
pas  annuler  le  déterminant 


(4) 

Alors 


«  i      pi       i  i 
aa      f$2      y2 

«3         P3         Ï3 


F(>,p,  w)  =  <!>(£,  r(,'C), 

$(£,  Y],  Ç)  =  (ï,  Y),  'Q"*  +  (^  rP  0«+ ■  -+-'••• 


Les  deux  surfaces  F(w,  p,  w)  =  o  et  $(£,  yj,  '()  =  o  se  correspondent 
point  par  point.  A  un  point  de  la  surface  <ï>(  £,  yj,  'C  )  =  o  ne  correspond 
qu'un  seul  point  de  la  surface  F(w,  c,  «>)=  o  et  wee  versa.  Au  lieu 


«ss 


Gl  STAF    Wolll!. 


de  considérer  la  surface  F(«,  p,  mp)  oau  voisinage  du  point  (o,  0,0), 
nous  pouvons  considérer  la  surface  (Im  [ç,  rr  Z  )  =o  au  voisinage  «lu 
même  point. 

Substituons  maintenant 


(5) 

nous  Rurons 


•: 


r,  =  7„ 


DU 


M».  :.  v  -  '        -"'I'"-  »i  '  U   '    £(*#*!  '  >™+i    >   ...| 
C-[9(T>(r)      •  CX(tfa)        +  ...], 

y(T,(T)=0 


esl  une  courbe  algébrique  d'ordre  wî.  Supposons  d'abord  qu'elle  soil 
irréductible,  <'t  soii    a,  A    nu  point  régulier  de  la  courbe,  l'osons 


Uors 


«l»,<  t„  ff,,Ç)=  4*, -h  Bw,-»-CÇ +•(*,,*„  £),-+-..., 

A;   o; 


d  où  suit 
(6) 


T,  =/>(>,,  Ç). 


(  lettp  série  nous  donne  tout  le  domaine  du  poinl  (o,  o,  o)  de  la  sur- 
face algébrique 

$1(T,,(7n^)=0, 

et,  par  conséquent,  d'après  (5)  et  (3),  au  moins  une  par  lie  du  domaine 
du  point  (o,  o,  o)  de  la  surface 

F(k,  p,  w)—o, 
ou  du  point  (a.  b,  c  )  de  la  surface 
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En  prenant  un  autre  point  régulier  («,,  bt)  de  la  courbe 

<p(T,  <j)=o, 

nous  obtenons  une  autre  série  de  la  forme  (G  ),  qui  nous  donne  une 
autre  partie  du  domaine  du  point  (o,  o,  o)  de  la  surface 

K(  //,  r,  tv)  =  o. 

11   faut,    maintenant,    chercher  les  rayons    de   convergence   de   la 
série  (6) 

t,  =  /;(>,, 'O- 
Supposons  qu'elle  converge  pour 

cl  choisissons  une  valeur  b{  telle  que 

|Fi-5|<a,. 

Alors  le  point 

at  =  bt  —  b%  'C  —  o 

appartient  au  domaine  de  convergence  de  la  série  (6).  D'autre  part, 
si  A,  a  élé  choisi  de  telle  sorte  que  l'équation 

z>(-,  />,)  —  o 

a  ///  racines  distinctes  «,,  ....  a,„\  nous  aurons 

<I>(t  —  au  g  -T)nZ)_±=  À).(t—  âx)  +  Bx(o--  S6,)4  C>*C  -r  (. .  .),,-+-..., 


Ax?o, 


et,  par  conséquent, 


(7)  T  -   rt).  =  /J).(c7—  />,,'() 

i>.  =  1,2,  ...,m). 


H|0  (.1  S  TU'     KOltlt. 

Nous  pouvons,  évidemment,  toujours  supposer  que  l'équation 

•rt  t,  <r)  =  o 

*-■•  >ii  t  i«*iiii**  les  termes  t'"  el  7'",  car  dans  L'autre  cas  il  suffirait  d'introduire 
de  nouvelles  variables  par  une  substitution  linéaire  et  homogène,  c'est 
à-dire,  faire  un  nouveau  choix  de  coefficients  de  la  substitution  (3). 

Les  séries  <  ~  )  nous  donnent  toutes  les  valeurs  <le  t  au  voisinage  de 

a  =  b ,,         £  =   <  > . 
mais  une  partie  de  ses  valeurs  sont  aussi  données  par  la  série  (6) 

Par  conséquent,  une  des  séries  (  -,  )  doit  être  identique  avec  la 
série  (6)  pour  tous  les  points  de  leur  domaine  de  convergence  com- 
mun. Mais  alors,  d'après  la  terminologie  de  M.  Wcierslrass,  celle 
série  esl  la  continuation  analytique  de  la  série  (6)  au  point 

<?  =  bn         Ç  =  o. 
Ainsi,  pour  chaque  point    //,.  o), 

Ôt-ï\îSn 

on  l'on  n'a  pas  en   même  temps 

I  S  )  ?(t»<0  =  ()>         jt  =  <>, 

A  existe  une  continuation  analytique.  Il  s'ensuit  que,  pour  des  valeurs 
assez  petites  de  £,  la  série  (6)  converge,  si  0,  est  au  plus  égal  à  la  dis- 
tance du  point  b  au  point  le  plus  prochain,  pour  lequel  les  équations  (8) 
sont  satisfaites.  Mais  alors  ot  est  égal  au  rayon  de  convergence  de  la 

série 

"  -  a=p(rj  -  b), 

qui  représente  le  domaine  du  point  (a,  b)  de  la  courbe 

<p(T,  a)  =0. 
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Cette  valeur  de  S,  n'est  pourtant  qu'une  limite  supérieure,  et  il 
peut  se  présenter  que  le  rayon  de  convergence  correspondant  en  'C 
tende  vers  zéro.  Mais,  évidemment,  nous  n'avons  pas  besoin  de  prendre 
pour  o,  la  valeur  extrême  et  alors  nous  sommes  toujours  certain 
d'obtenir  un  rayon  de  convergence,  en  '(,  qui  n'est  pas  nul. 

Supposons,  maintenant,  que  («,,  bK)  soit  un  point  critique  de  la 
courbe 

<p(T,<7)  =  o, 
pour  lequel  on  a 

<P(T,  <J)  =  0,  -£   =   G. 

Alors 

ç(t,  cr)  =z  (t  —  a,,  cr  —  b,)p  -h  (t  —  a,,  <r  —  #,){*+,  -h... 

en  posant 

-  —  «,=-,,  cr  —  />,  =  cr,  . 

La  courbe 

9(7,  <r)=  o 

étant  irréductible,  on  a,  certainement, 

u.  <  //? . 
On  peut  supposer  que 

On  *.),i 
contient  le  terme  t^. 
Ensuite,  on  aura 

(10)  $,(*,,  crt,  '()  =  (t,,  cr,,  Ç)ft.4-(T„  ï„0M,  +  ... 

où 

fAi  =  f*<  m. 

Ainsi,  nous  avons  ramené  l'étude  du  point  multiple  (o,  o,  o)  d'ordre 
m  de  la  surface 

$(£,  Y),  0=0 
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à  l'étude  du  |  >«  > i  1 1 1  multiple  (o,  o,  o)  de  la  surface 

$,(*„  <x,,Ç)      o, 

mais.  dans  la  dernière,  l«'  point  multiple  esl  d'un  ordre  moins  élevé. 

\  chaque  poinl  du  domaine  du  poinl  (o,  o,  o)  de  la  dernière  surface 
correspond  un  seul  poinl  «lu  domaine  du  point  (o,  o,  o)  de  la  première, 
mais  pa>  inversement.  En  effet,  d'après  le  théorème  fondamental  de 
M .  \\  eierstrass,  on  a 

i  — 

(  /'.,    ,(ffn  0T«     I"#i(*m  C)]G(Tn  ff,,  ;) 

OÙ 

G(o,o,o)    o; 

mais 

(la)    «!•,:.   n,Ç)        |:'"    hJ»,(l),Ç)P"    '  +•••-+-/>»(*)>  0]  G ($,*),  S) 

(  i(o,  0,  (»  )     o. 

\  nu  système  de  i{  el  Ç  correspond  un  seul  système  de  yj  el  Ç,  mais 
le  dernier  nous  donne  wi  valeurs  de  H  <i  le  premier  seulemenl  u.  va- 
leurs  de  t,,  dont  chacune  correspond  à  une  seule  valeur  de  ç.  Ainsi  le 
domaine  «lu  poinl  (o, o,  o)  de  la  surface 

*,(t„<x„  :>    o 

ne  nous  donne,  par  conséquent,  qu'une  partie  du  domaine  du  poinl 
(  o,  o,  o  )  de  la  surface 

«h:.  /,.'.'■        o. 

Pour  trouver  le  domaine  de  convergence  des  séries 

jô,(cr,,Ç),     pa((r,,Ç),      ...,     ^(ff,,Ç) 

de  la  formule  (i  i  ),  nous  procédons  d'une  manière  analogue  qu'aupa- 
ravant. Mlles  convergent  pour 

pi    <.  5,,  s  <.  û. 
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Soit  ba  une  valeur  de  cr,  Lcllc  que 

et  que  l'équation 

ç(t,  62)  =  o, 
ail  m  racines  distinctes 

<\   ai2',   <". 

Alors  on  a 

<1>(  t  -  -  ,Ç,  u  -  Ê2,  Ç)  =  A>,(t  -  <)  4-  Bx(ff  -  A,)  -K  •  • 
et 

T-fl*  ^(ff-ïa,0  (X=I,    2,    ....,/,), 

ou 

T==T,  h-  a.,, 

~,   =«3  _  "a  -+-/>x(<7—  £2,  0       (X  =    1,2 ni), 

(i3)  Tl=Px(or-5a,0- 

(les  séries  nous  donnent  toutes  les  valeurs  de  t,  au  voisinage  du 
poinl 

v  —  l>i,  '(  =  <>; 

mais  a.  de  ses  valeurs  sont  aussi  données  par  la  formule  (il), 

(14)    tf +  /»,(*„  0<_1  +...+Â^.(ff,,Ç)*i+fti(ffii  0=  °- 

Supposons  que 

t,  «Px(«r-5„0ï         (X=r,2,...,u.) 

soient  ces  valeurs  et  formons  le  produit 
(»5)     **L 

I  =  1*  +  P,  ((T  -  62,  0  Tf1  +■'..  +  Fn(*  ~  ^2J  0  =  «• 

Les  équations  (i4)  et  (l5)  ayant   les   mêmes   racines,   leurs  coelïi- 


m)  I  GUSTÀI    Komi. 

cienis  doivent  être  identiques;  ainsi 

pv(<xn  Ç)       Pv(a       /; m  (v  =  ii  2,  ...  (x) 

pour  leur  domaine  de  convergence  commun.  Par  conséquent, 

F\(a       A... 
es!  la  continuation  analytique  de  la  série 

py{  t,  L'  )         <r  =  o-,  -f  A, 
au  poinl 

a  =  6a ,  'C  =  o. 

Il  s'ensuit  que,  pour  des  valeurs  assez  petites  de  £,  les  séries 

convergent,  si  o,  est  au  plus  égal  à  la  distance  du  point  /;,  au  point  le 
plus  prochain,  où  les  deux  équations 

tp<  T,«r)=o,        ^  =o 

sont  satisfaites.  Mais  c'est  justement  le  rayon  do  convergence  des  sé- 
ries qui  forment  les  coefficients  de  l'équation 

ff+  Pi  <  ff,)^_l  ■+-  . . .  -h/y.,  (a,)'*  4-  /v(7.)  =  o 

qui  nous  donne  les  u.  valeurs  de  x  de  l'équation 

<P(t,ct)=o, 
qui  se  confondent  pour 

c  =  6,  ou  7,  —  o. 

Il  nous  reste  à  étudier  les  points  de  la  courbe 

o(t,  <t)  =  o, 
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qui  sont  situés  à  une   distance  infinie.  Nous  pouvons  toujours  suppo- 
ser que  tous  ces  points  soient  de  la  forme 

(oc,  oc), 
et,  de  plus,  que  le  quotient 

lim  |  : 


tend  vers  m  valeurs  finies  distinctes 

c, ,      Co5      . . . ,      cm. 
En  effet,  si  la  courbe 

<P(t,<t)=o 

n'a  pas  cette  propriété,  il  suffit  de  faire  une  transformation  homogra- 
phique;  mais  cela  revient  à  faire  un  nouveau  choix  de  coefficients  dans 
la  substitution  (3). 
Nous  avons 

r-'"<i>(^vO=  ?(-,  *)«■-*- Cxi(*!  »Wi  +  C*x»(*><0»m+--- 

-^['(?9.+^(S'9«-^'r.fc&-:L'+"- 

ou,  en  posant, 

l  =  *t'>       ;  =  ariï       fc  =  iî 

le  second  membre  devient 

Mais  le  point 

a,  =  0,  t,==  o  (X=  r,  2,  ...,///  ) 

est  un  point  régulier;  ainsi 

$l(TMff,,Ç)=  Ax(t,  -  Cx)-h  Bxff,  -h  CXY]  -F..., 

A>>o 
et 

(16)  t,  -  c>  =  /?)(<71,rj)  (X  =  i,  2,  ...,/»). 


^n<>  (,l  STAF    KOBB, 

Par  conséquent,  le  domaine  du  point 


de  la  surface 


( 00,00,  O) 

$(<r,or,0  =  o 


esl  représenté  par  ///  séries  distinctes. 

Quant  à  la  valeur  du  rayon  de  convergence  en  t,  des  séries  (  i(i  ),  il 
est  facile  de  voir  qu'elles  convergent  pour  des  valeurs  assez  petites 
de  rj,  -i 


on 


*!>$„ 


où  5,  est  la  valeur  absolue  ta  plus  grande  de  tr,  <pii  correspond  à  un 
point  critique  de  la  courbe 

tp<  t,ct)  =  o, 

où  deux  ou  plusieurs  valeurs  de  t  se  confondent. 

\iiiM   nous  avons   vu  1 1 in*,  si  nous  choisissons  un  point  arbitraire 
,/.  A    de  la  courbe 

tp(T,«T)=0, 

nous  obtenons  une  partie  du  domaine  du  point  multiple  (  o,  o,  o  )  de  la 
surface 

•(5,ïï,Ç)=o. 

Nous  allons  montrer  qu'il  suffit  de  choisir  un  nombre  fini  de  points 
a.  h)  pour  représenter  tout  le  domaine  du  point  multiple  en  question. 
En  effet,  dans  la   théorie  des  courbes  algébriques,  on  démontre  qu'il 
suffit  de  choisir  un  nombre  fini  de  points 

117)  '/,/>,.      a, h,,      ...,     arbr 

de  la  courbe  algébrique 

0(7.  ff)  =  O, 
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pour  que  les  séries  qui  représentent  les  domaines  de  ces  points  re- 
présentent aussi,  prises  ensemble,  toute  la  courbe  algébrique. 

Les  points  a,  bn  . . .,  a,.br  peuvent  être  choisis  d'une  infinité  de  ma- 
nières, mais  la  suite  contient  toujours  ou  bien  tous  les  points  communs 
aux  équations 


9(t,  u)=  o, 


'h 

ch 


ou  bien  aux  équations 


,  (   ■     \  ^ 


et  ensuite  un  certain  nombre  de  points  réguliers.  Nous  choisissons 
les  points  a,  &,,  ...,  a,.br  de  la  première  manière.  Puis,  nous  aurons 
pour  chaque  point  (<7>,  by)  de  la  courbe 

?(f»a')  =  0 

ou  bien 

$(*,*,£)  =  Ax(t-  «),)+  B}.(>-  A),)+C).L-h  .... 
(.8)  A>>o, 

si  («>,  &x)  cst  un  point  régulier,  ou  bien 

$(t,  a,  Ç)  =  (t  —  ax,  o-  -  /;>.,  Ç)^ -h  (t  -  ax,  »  —  K  l  fa  ,  +  ■•., 

u->.=  u.)<>/, 

si  a>  est  le  nombre  de  valeurs  de  t  de  l'équation 

<p(i,a)=o, 

qui  se  confondent  pour  a  =  b%. 

Dans  le  premier  cas,  toutes  les  valeurs  de  t,  cr,  '(  dans  le  voisinage  du 
point  (#>,  by,  o)  delà  surface 

sont  données  par  la  série 

(19)  ?-«).  =  /?).(>  -  &>.,  *C), 


>i)S  (,i  STAÏ    Koiti!. 

à  laquelle  correspond,  pour  la  courbe 


.1       Nfl'IC 


I  10  | 


?(••  »)  =  o, 


-       ";       /'>("       b)  i. 


Dans  le  second  cas,  toutes  Les  valeurs  de  t,  ï,  Ç  dans  le  voisinage  du 
point  multiple  |  «xj  ^Xj  °^  sonl  données  par  L'équation 

(21)  (t  —  a> y<  -h/>, (<y  -  />>,,  Ç)(t  -    a}  >fc   »  -K..+  /^(a  -  6X.  0=  °j 

a  laquelle  correspond,  pour  la  courbe 

?(t,<t)=    o, 
l'équation 

(22)  (t      ax)^-h^(a      A>)(t      ax)iH-«-h...-hp|Jlx((y-6v)=o. 

Les  séries 

/>>(  t    -  A),:»     el     />)(t  -  A-/) 

des  formules  (19)  et  (20)  ont  le  même  rayon  de  convergence  en 
(t  —  A>  ).  Les  séries 

/\<7- -  A>,  "0     et     pv(<r  —  bx)         (v  =  1,2,  ...,  a>,), 

qui  sont  les  coefficients  des  équations  (21)  et  (22),  ont  aussi  le  même 
rayon  de  convergence  en  (a  —  /;>). 
La  courbe 

<P(t,<j)=o 

étant  d'ordre  m,  les  formules  (20)  et  (22)  donnent,  exactement, 
///  valeurs  de  t  pour  chaque  valeur  de  a;  par  conséquent,  les  formules 
(19)  et  (21)  nous  donnent  aussi  m  valeurs  de  1  pour  chaque  système 
de  valeurs  de  a  et  '(.  Il  suit  de  là  que  les  domaines  des  points 

(a\>by,  o)  (X=i,a, ...,  r), 
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do  la  surface 

pris  ensemble,  représentent  tout  le  domaine  du  point  multiple  (0,0,0) 
de  la  surface 

En  effet,  d'après  (12),  tout  le  domaine  du  point  (o,  o,  o)  de  cette 
surface  est  donné  par  l'équation 

(23)    E--t-/>4(ifc oç-1  +...-+- p»-i(n, W+Mn* 0=o. 

Ainsi,  pour 

hl<o,      Kj<  0. 

nous  aurons  ni  valeurs  de  \\  mais,  d'autre  part,  on  a 

•=r 

Supposons  que  0  ait  été  choisi  si  petit,  que  les  séries  (  19)  et  (21) 
convergent.  Nous  avons  vu  que,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  1 
et  Ç, 

les  formules  (19)  et  (21)  nous  donnent,  exactement,  m  valeurs  de  t  et, 
comme  nous  avons 

aussi  ;?i  valeurs  de  1*,  ou,  justement,  le  même  nombre,  qui  est  fourni 
par  l'équation  (23). 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport 

1 

V 

les  formules  (19)  et  (21)  nous   donnent,  exactement,  les  m  valeurs 
de  \  que  nous  devons  obtenir  d'après  l'équation  (23).  Alors  ces  deux 
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systèmes  de  valeurs  doivent  être  identiques,  et,  par  conséquent,  toul 
le  domaine  du  point  multiple  (o,  0,0)  de  la  surface 

*(ç,*j,î:)=q 

esl  représenté  par  l'ensemble  des  domaines  des  points  (  <■/>,  A>,  o  )  de  la 
surface 

<i>i  t,<t,î;)=o. 

Les  points  (  </,,  />>,  o)  son!  ou  bien  réguliers,  ou  bien  des  points  mul- 
tiples, mais  d'un  ordre  moins  élevé  que  l'ordre  du  point  (o,  o,  o)  de 
l,i  surface 

*(5,r),0=o. 

Jusqu'ici  nous  axons  considéré  le  cas  où  la  courbe 

y(T,a)=o 

est  irréductible.  Supposons,  maintenant,  qu'elle  soil  réductible 

Ç>(T,<T)=(p,(T,<T)ça(T,<T)...(p,(T,(T)=0 

el  soient 


r^..     (?« 


facteurs  irréductibles.  Supposons  d'abord  (pic  tous  les  facteurs 
soient  inégaux.  Alors  il  u'\  a  pas  grand'chose  à  ajouter  à  ce  que 
nous  avons  l'ait  dans  le  cas  où  la  courbe  est  irréductible.  Quels  sont 
les  points  critiques  qu'il  faut  considérer?  O  sont  les  points  communs 
aux  équations 


9(7,  T)=0, 


-   =  o. 


niais 


?(*»*)  =    ?'?2 


et,  par  conséquent, 
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Ainsi,  les  points  communs  aux  équations  (24)  sont  les  points  com- 
muns aux  équations 

tpv(T.,<i)=o,         ^  ==  0  (v  =  i, 2,  ...,*) 

et  les  points  communs  aux  équations 

'  V  =1,  2,  ...,s. 

9v(t,  <x)=o,  ^(t?,<t)=o  j   [x  =  i,2,  .  ..,*, 

f  u>v. 

Puis,  en  prenant  un  point  arbitraire  (a,n  b.4)  de  la  courbe 

ç(T,ff)=û, 

nous  obtenons,  ou  bien  un  développement  de  la  forme 

(25)  T  —   «v  =  /?(<7  —  b,n  '(), 

ou  bien  une  équation 

(t  -  a,f  -+-  px  (cr  —  /a„  'C)  (t:  —  a,)*-'  -h. . .  4- j0X(>  —  &v,  'C  )  =  o, 

A<  m, 

et  nous  démontrons  facilement  que  tous  ces  développements  conve  r- 
£ent  en  (t  —  b,t)  jusqu'au  point  critique  le  plus  prochain  de  la  courbe 

Ensuite,  chacune  des  courbes 

<pv(T,  cr)  =  o  (v  =  i,...,*) 

peut  être  représentée  par  les  séries  qui  représentent  les  domaines  d'un 
certain  nombre  de  points  de  la  courbe.  Ainsi  nous  formons  une  suite 
delà  forme  (17)  de  ces  points,  en  ajoutant  pourtant  les  points  com- 
muns aux  équations 

l  v  =1,2,  ...,*, 

(pv(T,  0")  =  O,  Ç|1(':J(j)=  O    j    [X  =  I,2 s, 

|/.>V. 
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Rnfin,  nous  pouvons  démontrer,  en  suivant  La  même  marche  qu'au- 
paravant, que  L'ensemble  des  domaines  de  ces  points 

I  '/-,.  /'■..  O)  (.V  =  1,2 /■  ) 

de  La  surface 

5(t,ct,Ç)  =  oi 

nous  donne  tout  Le  domaine  du  point  multiple  (o,  o,  o)  de  la  surface 

Si  un  | >oi  11 1  i  c/.,.  A,,  o  )  est  un  poinl  multiple,  il  L'est,  certainement, 
d'un  ordre  moi/w  élevé  que  l'ordre  du  poinl  multiple  primitif. 
Il  \  a,  cependant,  un  cas  d'exception,  c'est  le  cas  où  les  courbes 

?i(T,<0=O ?#(*»*)  =0 

-c  réduisent  toutes  à  des  droites  qui  ont  un  point  commun 
Mois  il  peut  se  présenter  que  le  poinl 

I  '/„.  />,,  o  ) 

de  la  surface 

*(t,œ,Ç)=o 

soit  un  point   multiple  du  même  ordre  que  Le  poinl  (  o,  o,  o  )  de  la  sur- 
face 

laissons  ce  cas  pour  le  moment;  il  sera  traité  en  même  temps  que 
le  cas  où  toutes  les  courbes  ov(t,  ar)=o  se  réduisent  à  une  seule 
droite. 

Supposons,  maintenant,  que  deux  ou  plusieurs  des  courbes 

ipv(T,  ff)=o, 
se  confondent  :  ainsi 

?(T,(r)  =  ?1(T,a)V<p2(T,a)^...?,(T,a)V 
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Soit 

X,  >i. 

Alors  un  point  quelconque  de  la  courbe 

?,(-,<j)  =  o 

peut  correspondre  à  un  point  multiple  de  la  surface 

$(t,  «j,  Ç)  =  °- 

En  effet,  on  a 

fc  —  Ai    jT   îi       Ta  •  •  •  T*  ^  TV  t)T  \ii  >  •  •  -1  r*   '' 

et,  par  conséquent, 

^  —  °> 

pour  chaque  point  de  la  courbe 

?.(">  ff)  =  °« 

Soit  (av,  6V)  un  point  régulier  de  cette  courbe  qui  n'appartient  pas 
aux  autres  courbes 

<p2(T,  ff)  =  o,  ...,         ^(t,  o-)  =  o, 

nous  aurons 

L  <&(?,  o-,  s)  =  [(*  -  av)}''  -h  yo,  (>  -  bv,  l)  (t  -  a,y-{  h-  . . . 
(26)  4- />A,(a -/>,,:,[. 


G(t  —  av,  s  —  £v,  £). 
Il  est  facile  de  voir  que  les  séries 

(27)  />,(>  -  &v,  £)'      /•?>,('7  -  &v,  *0 

convergent  pour 
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.ni  8,  esl  la  distance  de  bH  jusqu'à  la  valeur  la  plus  prochaine  6V,  où 

l'on  a 

Par  conséquent,  />,,  est,  <>u  bien  une  valeur  pour  laquelle  on  a 


dw 


ri 


ip,(Tj(j)  =  0,  -£    :=0, 

ou  bien  une  valeur  pour  laquelle  on  a 

9,(t,  <x)  =  o,         9v(t,  a)  =  o         (v  =  2, v). 

Kn  effet,  soii  A,,  une  valeur  « j 1 1 î  appartient  au  domaine  de  conver* 
pence  des  séries  (  -i~  )  <'t  qui  ne  coïncide  pas  avec  une  valeur  h,n  on 
aura 

i  il  t.  ex,  Ç)  =  |(  -  -  a„)X'-H^,(ff-^,  C)(t  -  ^.)v'  +.  •  • 

<i(  7  -   r/;j,  CT  —  by.,  Ç), 

(»ù  av  esl  une  racine  de  l'équation 

(29)  ip,(T,  fe|l)  =  o. 

Mais,  pour  une  valeur  de  <7.,  racine  de  l'équation  (29),  les  deux 
éq  uations 

I  t  -  r/.,  )\ -f-  />,  (cr  -  6V,  :  )  1  t  -  rtv)V«  -h ...  +  px  (<x  -  Av,  £)  =  o, 
<  "  —  a^y*  -h  p,  (<r  —  /^,  C)(*  —  «V)*"'  ■+-...-*-  />,.,(*  -  ^,  "0  =  o 

donnent  des  valeurs  identiques  de  1,  d'où  suit  qu'il  existe  des  conti- 
nuations analytiques  des  séries 

pt (1  —  &v,  r  ),    . . .,   /;>., (7  —  6V,  *() 

au  point  (b^,  o).  C'est  seulement  si  b{i  coïncide  avec  un  point  Av,  qu'il 
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n'existe  pas  de  continuation  analytique.  Mais  alors  le  rayon  de  con- 
vergence en  (a  —  &v)  est  au  plus  égal  à 

I  by  —  bs  | . 

On  peut  procéder  delà  même  manière  si  (av,  bv)  appartient  aux  points 
critiques. 

Enfin  on  peut  choisir  une  suite  de  la  forme  (17) 

atb{,      ...,     a,.bn 
qui  nous  donne  toute  la  courbe 

ç(t,  <t)  =  o, 

et  Ton  démontre  que  tout  le  domaine  du  point  multiple  (o,  o,  o)  de 
la  surface 

*«»  1,0  =  0 

est  représenté  par  les  domaines  des  points 

(«>,,  &Xj  o),  (X=i,  2,  ...,  r) 

de  la  surface 

Ô(t,  (j,  0  =  o. 

Ici  il  se  présente  aussi   le  cas  exceptionnel  où  le  point  multiple 
(«>,,  ex»  °)  est  du  même  ordre  que  le  point  (o,  0,0)  de  la  surface 

®(5,  ïï,  0  =  o. 

Cela  peut  arriver  pour  un  point  particulier  si  les  courbes 

<pv(T,  a)  =  o  (v  =  1,  -2,  ...,  s) 

se  réduisent  à  des  droites  ayant  un  point  commun,   et  pour  tous  les 
points  de  la  courbe 

<p(T,  or)  =  o, 

si  elle  est  composée  de  m  droites  coïncidentes. 
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En  résumé,  nous  avons  vu  que,  quelle  que  soit  la  courbe 

0{~,  g)  =  o, 

nous  pouvons   toujours  représenter   le  domaine   du  point    multiple 
i  n.  o,  o  )  de  la  surface  algébrique 

<!>(:.  7r  C)  =  0 
I »ar  l'ensemble  des  domaines  d'un  certain  nombre  de  points 

(ax,  />).  o)         (X=  i,  2,  .  ..,  /•) 
d'une  nouvelle  surface  algébrique 


OU 


el  que  les  points  I  <■/■,.  />>.,  o)  sont  <>u  bien  des  points  simples,  ou  bien 
des  points  multiples  qui,  sauf  dans  un  cas  d'exception,  sont  d'un  ordre 
moins  élevé  que  celui  du  point  primitif.  Puis  après  nous  pouvons  trai- 
ter chaque  point  multiple 

(a\i  h,  o) 

de  la  même  manière,  représenter  son  domaine  par  les  domaines  d'un 
certain  nombre  de  points 

l  ai,  /'>.,  o) 
d'une  nouvelle  surface 

•,(*„  ^.r,)  =  o, 

el  ainsi  de  suite.  Généralement  l'ordre  des  points  multiples  sera  dimi- 
nué par  chaque  transformation;  mais,  comme  nous  avons  vu  que. 
dans  un  cas  d'exception,  le  point 


de  la  surface 


(ax,  b~n  o) 
*(T,a,i:)  =  o 
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peut  être  du  même  ordre  que  le  point  (o,  o,  o)  de  la  surface 

#(S,Y),Ç)  =  °5 

il  nous  faut  démontrer  que  cela  ne  peut  pas  se  présenter  pour  chaque 
transformation  successive,  mais  qu'après  un  certain  nombre  de  trans- 
formations l'ordre  du  point  multiple  sera  certainement  diminué. 

Nous  allons  suivre  exactement  la  même  marche  que  M.  Weierstrass 
dans  le  cas  correspondant  de  la  théorie  des  fonctions  algébriques  d'une 
seule  variable. 

Supposons  ainsi  qu'au  point  (o,  o,  o)  de  la  surface 

ou 

F(w,  c,  ir)  =  o 

corresponde  un  point  multiple  de  la  surface 
qui  soit  également  d'ordre  m.  Nous  avons 

et,  d'après  (3)  et  (5), 

(3o)  •     c=(a2T  +  (32a-t-y2)£:, 

f  w  =(a8T-f-P3(T-hY3)^. 
On  a  ensuite 

F(«, ç,w)  =  (u,  p,  w)m-\-(u,  v,w)m+K  -t-... 

On  ne  diminue  rien  de  la  généralité,  en  supposant  que  le  point  mul- 
tiple d'ordre  m  de  la  surface 

$(t,<7,Ç)=o 
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-i»ii  le  point    o,  o,  o  ),  car  cela  re\  iènl  à  supposer 

(YnY*»Y»)m:    <>■ 
I  /équation 

(m,  t»,w)M=    o, 

qui  représente,  en  général,  un  cône  d'ordre  ///,  se  décompose  dans  le 
cas  actuel  en  m  Facteurs  «lu  premier  degré.  Dans  ions  les  cas,  on  peu! 
supposer  que  deux  des  quantités  Yn  Ta»  Ysj  par  exemple ^a  e'  7m  *<>i(,m 
différentes  de  zéro.  En  effet,  une  de  ces  quantités  esl  toujours  diffé- 
rente de  zéro;  si  les  deux  autres  Boni  égales  à  zéro,  nous  taisons  une 
transformation  linéaire  <■!  homogène 

//       a,  ii  -h  p,  t>'-h  y,o'  . 
i-  =  a2  iï  ■+-  pjjP'  -+-  y.,n   . 

et  mous  considérons  la  nouvelle  surface 

P(«/,p',w')=  o, 

où  le  point  (  o,  o,  o  >.  égale m,  esl  un  point  multiple  d'ordre  m . 

Ensuite,  non-  posons 

~  =  («', ',  +  ?>,  h-t',)'C,  • 

ff=«T1-hp;<T1-+-Y;)î:1, 

D'après  l'hypothèse,  nous  aurons 
et  ainsi 

Ici  on  peut  toujours  supposer 


V  > 

1  3  < 


o. 
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En  ellét,  pour  que  l'équation  de  la  surface 

$,<>,,  <Tf,Ç,)=o 
commence  par  des  termes  d'ordre  m,  il  faut  que  nous  ayons 

m 

(t,  (7,  l)m  =  JJ(A>T  +  Bxcr  H-  CXÇ), 
X  =  i 

où 

Ax>o,         Bx>o, 

et  que  y',,  y!,,  y!,  annulent  tous  les  facteurs.  S'ils  sont  tous  égaux,  nous 
pouvons,  évidemment,  toujours  poser 

Dans  l'autre  cas,  pour 

Yi  =  °i 

il  faut  que 

A)  =  A,  BX=B         Çk  =  i,  2,  ...,/rc), 

et,  comme 

(t,  a,  o)m=  ç(t,  a)  =  (w,  p,  wp)to, 

que  tous  les  facteurs  de  (w,  p,  cv),„,  soient  égaux.  Ainsi  pour  que  nous 
ayons 

ïi  =  °> 

il  faut  nécessairement  que  tous  les  facteurs  de  (u,  v,  w)m,  soient  égaux. 
Posons  ensuite 

ct  =  t(^-ë)'       *  =  ^' 
nous  aurons 

où 


T(ï,Ç)  =  H(B»-*-C,0 
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Enfin,  nous  prenons  la  surface 

M' 
comme  point  de  dépari  et  posons 

ff=<  a,  7,  +■  3,7,4-7,  >'-',. 
I     HP',*,-*  Ya)Çn 


ci  nous  sommes  certains  que 


Ensuite,  comme  les  facteurs  de 


sonl  différents,  nous  aurons 


V(â,t 


v      n 


et  ainsi  iU>  suite. 

Supposons,  maintenant,  qu'une  suite  de  transformations  nous  ait 
conduit  aux  surfaces 

f(T,  *,  C)=Of 
0,(7,.  7,,:,)  =0, 
$2(t2,<T2,Ç2)=0, 


<!>,(  Tr,  crr,  :,  )=  o, 

où  les  points  multiples  correspondants  sont  tous  d'ordre  m.  Nous 
allons  donner  une  limite  supérieure  de  /-.  Exprimons  d'abord  les  va- 
riables  r/.  p,  w  en  les  variables  Tr,  oy,  tr  :  on  a 

w  =  (>,  T  -4-  P,(T  H-  Y,)(  a;T,  -}-  33  cr,  -+-  Y;). .  .(a;  Tr  4-  p,'  7r  -h  tf  )Çr, 
3i)      !    r  =(a3T  ■+-  p2a  +  y2  («t,  +  ftff,  +  fi)-  •  •«  -+-  Pi'  ^+  Y?  )?r, 

^=1^:  +  ^  +  Toc*;*,  +  Pi*i  +  ri)- •  .(«r  -+?:;'  *r  + YD^ 
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...  ....  _     __  ip         __ 

—  -  sw 1»  <■  ... 

=  -  _-  •      •  "  -  -   -  -     - .=  t.-  --  -  :    . 

...  __■       -  ir  -- 

■  —  1  -.....=.-  i      .       . 

D'après  ee  que  nous  avons  dit.  les  deux  produits 

r   _  .  m  ~   —  - 

sont  différents  de  zéro. 
Ensui. 

=  c*#  -  -  . 

En  diflerentianl  par  rapport  à  t.  r 

_    ^      .  _  -     _ 
-       -  -  -  -  -       _ 

- 


ou  y,. /.et  7,  snut  des  fiwrtions  linéaires  et  Immo^ènes  de  #,.  -^-  ^ 

-S- 


.  I 

4« 

y 

"* 

r 

=  ;    - 

,   I     •  Cl   S  1   VI       IvOltli. 

En  procédanl  de  la  même  manière,  on  obtient  enfin 

1?  V»l  ""'  ,  !|  /     -  r-  Y     \ 

;  *f 


E,         E.,        ...  Wr       /.,    {  fri  »rj  <v  »• 


"'"    i  .,  i'-  ,  _      _     '/  \ 


Ym    i  '*'"    i 


ou,  d'après  les  relations  qui  existent  entre  l<is  variables  (,  Cm  •••<  -•• 

f=ç<™    /(T,.7,.-:,vi.,(T,,î,,:ri. 
]'!!„    """■'  '/,<T,..7,.:/)Z;"(T„^,r,.), 

<h.  ■      -  /al  •/•  *r,  ^,)/.J   l,  frj^n  ^j 

Vous  allons  nous  appuyer  sur  l<v  théorème  suivant  : 

Soii'ni  ç<  //  »  e/  ->(//)  cAv/./-  fonctions  entières  et  rationnelles  de  u 
(jui  n'ont  pas  de  facteur  commun,  on  peut  trouver  deux  autres 
fonctions  entières  et  rationnelles  île  //, 

L(u)      et       M<//>. 
île  s<, lie  ijlie 

L(u)y(u)-hM(  u)'l(u)=  i. 

Les  coefficients  de  L(m)  et  de  M(«)  sont  des  fonctions  ration- 
nelles des  coefficients  de  p(k)  et  '\>(u). 

Appliquons  ce  théorème  aux  fonctions 

F(tt,p,<v)     et         —  [F(«,  r,  w)|, 

(jui,  considérées  comme  des  fonctions  de  «,  remplissent,  évidemment, 
les  conditions  exigées. 


THÉORIE     DES    FONCTIONS    ALGÉBRIQUES    DE    DEUX    VARIABLES.       /|  1 3 

Ainsi 

(36)  L(«,  p,  çp)  F(«,  p,  w)  +  M(«,  p,  »)  ^  [F(«,  p,  *)]  =  r  • 

Les  fonctions  L(«,  c,  *p)  et  M  (m,  p,  w)  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  c  et  wp.  Soit 

x(p,«0 

leur  dénominateur  commun  qui,  du  reste,  n'est  antre  chose  que  le 
discriminant  de  l'équation 

F(«,  p,  pp)  ==  o, 

considérée  comme  une  équation  en  u.  Multiplions  les  deux  membres 
de  l'équation  (36)  par  y(i\  pp),  de  sorte  que  le  premier  membre  de- 
vienne une  fonction  entière.  On  aura  donc 

(37)  L(w,  p,  w)  F(a,  p,  w)  -t-  M(«,  c,  w)  ^  [F(w,  p,  wp)]  =  x(p,  pp). 
Soit 

En  substituant  dans  l'équation  (37)  les  valeurs  de  w,  p,  <p  expri- 
mées en  Tr,  a>,  C-,  le  premier  membre  contient  comme  facteur  au 
moins 

•/(/•+!  )(W-I) 

d'après  (35),  mais  le  second  membre  n'en  contient  que 
car  on  peut  toujours  supposer  que 

x(r2,F3)>o, 

y  (c,  w)  n'étant  pas  réductible.  Alors 

(/•  4-  i)(iw  —  i)  =  V 


Il  I 
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Par  conséquent,  nous  avons  obtenu  une  limita  supérieure  derou 
du  nombre  «le  transformations  successives  qui  puissent  nous  donner 
un  point  multiple  du  même  ordre  que  le  poinl  (  o,  o,  o  )  de  la  surface 

F(«lp,w)      o. 

Il  csi  évident  que  le  même  raisonnement  s'applique  à  une  surface 
quelconque  de  la  suite  des  surfaces  transformées. 
\insi  nous  pouvons  énoncer  le  résultat  suivant  : 
Soit 

(  0,0,0) 

un  point  multiple  d'ordre  ///  de  la  surface  algébrique 

Im  k,p,h>)  =0. 

Par  une  substitution  de  la  forme 

u  =(a,T+  P,<r  +  Y,)^ 
p=(aai   h  faa  -h  7.,  )Ç, 

nous  faisons  correspondre  à  ce  poinl  un  certain  nombre  de  points 

u/,,  /\,  o),  (  v  =  1,  2,  . .  .,/•) 


diiuc  iiouncIIi'  surface 


<ÏM7,<7,Ç)=0, 


de  sorte  que  l'ensemble  des  domaines  des  points  (r/v,  A»v,  o)  représente 
tout  le  domaine  du  point  (o,  o,  o)  de  la  surface 

F(«,  p,  «>)  =  o. 

Ensuite,  nous  traitons  de  la  même  manière  chaque  point  multiple 
de  la  suite 

(av,  6V,  o),  (v  =  1,2, .  ..,/*) 

et  nous  parviendrons  enfin  à  un  nombre  fini  de  points  simples 

«',    &£»,  0  =  I,2,...,/'X) 
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dans  un  nombre  fini  de  surfaces 

^(^,^.,'(x)=0  (X=  1,2,  ...,*) 

dont  les  domaines,  pris  ensemble,  représentent  tout  le  domaine  du 
point  multiple  (o,  o,  o)  de  la  surface 

F(u,  v,  w)=  o, 

ou  du  point  (a,  0,  c)  de  la  surface 

Le  domaine  de  chacun  de  ces  points  est  représenté  par  une  seule 
série  et,  par  conséquent,  tout  le  domaine  du  point  multiple  d'ordre  m 
est  représenté  par  un  nombre  fini  de  séries  de  deux  variables  auxi- 
liaires. 

Ici,  le  nombre  de  séries  qui  sont  nécessaires  pour  représenter  le 
domaine  du  point  multiple  d'ordre  m  de  la  surface  algébrique 

F(u,  p,  (r)=  o 

n'est  pas  lixé,  comme  dans  le  cas  d'un  point  multiple  d'une  courbe 
algébrique.  Nous  n'obtenons  qu'une  limite  inférieure.  Gela  dépend  du 
fait  qu'on  peut  représenter  toute  la  courbe  algébrique 

<p(-:,cr)=o 

d'une  infinité  de  manières  par  un  nombre  fini  de  séries. 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  le  point  considéré  (a,  b,  c)  de  la 
surface 

/(#>>,  *Ô=o, 

fût  un  point  à  distance  finie.  Le  cas  où  les  variables  deviennent  infi- 
nies se  ramène  facilement  au  cas  considéré.  Soit 

C  =  ac, 

on  n'a  qu'à  poser 
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el  l'on  étudie  le  point  (a,  /><  o)  de  la  surface  transformée 

/,(./-.  w  s,)  =  o. 

Ainsi  noua  axons  vu  que  le  domaine  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  algébrique 

f(>\  \\z)  =  o 

peul  être  représenté  par  un  nombre  fini  de  séries  de  deux  variables 
auxiliaires. 

Maintenant  nous  allons  démontrer  que  toute  la  surface  algébrique 
peul  être  représentée  par  un  nombre  fini  de  telles  séries.  Considérons 
les  deux  équations 

(  55  t/(*>r» '*)}*" ,o- 

En  éliminant  a?  entre  ces  deux  équations  nous  obtenons  une  certaine 
courbe  algébrique 

Pour  chaque  système  de  valeurs  dey  et  r, 

/=&,         s  =  c, 

qui  n'appartient  pas  à  la  courbe  (3f)),  on  a 

o=  f\.r.  v.z)=  A)(.r-^)+-B).(j--  6)4-'C?(i*-.  ?)  +  '..., 
où 

Ax^o, 

et,  par  conséquent,  il  existe  un  développement 

I  ,,,  |  x  —  ût)  =  p-,(y  —  b,z  -  c), 

qui  représente  tout  le  domaine  du  point 
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et  qui  converge  pour 

\y-b\<on        \z  —  c|<S. 

Les  rayons  de  convergence  S,  et  âne  sont,  certainement,  pas  nuls  au 
même  temps,  c'est-à-dire,  £  n'est  pas  égal  à  zéro,  si  S,  a  été  choisi 
assez  petit  et  vice  versa. 

Fixons  ensuite  la  valeur 

z  =  c. 

A  cette  valeur  z  =  c  correspond  un  nombre  fini  de  racines  de  l'é- 
quation (39) 

>^(y,z)=o, 

b{,     &2,      ...,      br 

qui  sont  telles  que,  pour  le  système 

y  =  &>,,         z  =  c, 

il  n'existe  pas  de  développements  de  la  forme  (4°)-  Ces  valeurs  cor- 
respondent, par  conséquent,  à  des  points  critiques  de  la  surface 

f(x,  y,  s)  =  o, 

mais  non  pas  nécessairement  à  des  points  multiples.  Soit  z  une  valeur 
dans  le  voisinage  de  c 

\z-c\<o, 

les  valeurs  correspondantes  des  racines  de  l'équation 

'Kr>  *)  =  °> 
y\\   y*,   •  ••,  rx,   •••,  yr 

sont  toutes  situées  dans  le  voisinage  des  valeurs 

bK.     b21     ...,     bi,     ...,     A, 
de  sorte  qu'on  a 

\y\—h\<$*         (X  =  i,  2,  ...,/■), 
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ou  c,  tend  vers  zéro  au  même  temps  *  1 1 1  *  *  o.  Mais,  si  S  a  été  choisi 
assez  petit,  nous  avons  vu  que  1»'  domaine  du  point  critique 


(  v  =  i ,  a /;/-, 

(  X  =  i,  a /• 


(<>■;,  bi,  c) 

.■-I  représenté  par  un  nombre  fini  de  séries.  Ensuite,  soii 

8<o, 
el  soii  c,  la  valeur  correspondante  de  $,,  on  a 

0|  <  V 

Appelons  C>  et  Cj  les  cercles  qu'on  décrit  autour  du   poinl    l>, 
comme  centre  avec  les  rayons  o,  et  ô, .  Pour  chaque  valeur 

y  =  A, 
an  dehors  îles  cercles  Cx,  il  existe  un  développement 

qui  converge  pour 

|s-c|<? 

el  dont  le  cercle  de  convergence  des  y  soit  A.  D'après  ce  que  nous 
avons  dit,  le  cercle  A  est  au  moins  tangent  au  cercle  C^  le  plus  pro- 
chain. Les  cercles  C>  étant  situés  dans  l'intérieur  des  cercles  C>,  il 
s'ensuit  qu'on  peut  couvrir  tout  le  plan  des  y  par  les  cercles  C>  et  un 
nombre  fini  des  cercles  A.  Les  valeurs  infinies  de  y  appartiennent  ou 
bien  au  domaine  d'un  point  critique,  ou  bien  au  domaine  de  conver- 
gence d'une  série  de  la  forme  (]o). 

Ainsi  tous  les  points  de  la  surface  algébrique 

f(j-,y,  z)  =  o, 
pour  lesquels 

|*-c|<ï 
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sont  donnés  par  un  nombre  fini  de  séries.  Ensuite,  il  suffit  de  choisir 
un  nombre  fini  de  points  c  du  plan  des  s,  pour  que  leurs  domaines  S 
couvrent  tout  le  plan  des  z.  En  effet,  toutes  les  valeurs  de  z  au  dehors 
d'un  certain  cercle  de  rayon, 


R 


^:  > 


appartiennent  au  domaine  du  point  z  =  ce.  Alors  il  ne  reste  qu'une 
partie  finie  du  plan  à  couvrir  de  cercles,  dont  les  rayons  sont  diffé- 
rents de  zéro.  Il  est  évident  qu'il  suffit  d'un  nombre  fini. 

Enfin,  à  chaque  point  c  correspond  un  nombre  fini  de  séries  et, 
comme  le  nombre  des  points  c  est  fini,  un  nombre  fini  de  séries  de 
deux  variables  auxiliaires  nous  donnent  toute  la  surface  algébrique 

Les  considérations  précédentes  reposent  sur  le  fait  qu'une  courbe 
algébrique  quelconque 

tpO,a)=o 

peut  être  représentée,  entièrement,  par  un  nombre  fini  de  séries  d'une 
variable  auxiliaire. 

Ayant  obtenu  un  résultat  analogue  pour  une  surface  algébrique 
quelconque,  nous  pouvons  l'employer  pour  démontrer  le  même  théo- 
rème pour  une  hypersurface  algébrique 

<*t  ainsi  de  suite.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  général  : 

Une  hypersurface  algébrique  quelconque  de  (n  -h  i)  variables 

j \xK ,  xSi . . . ,  xa+ |  j  =  o 

peut  toujours  être  représentée  par  un  nombre  fini  de  séries  de 
n  variables  auxiliaires. 
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Recherches  sur  la  convergence  des  intégrales  définies; 
Par  M.  C.-J.  de  la  VALLÉE-POUSSIN, 

Chargé  de  Cours  à  l'Université  de  Louvain. 


PRELIMINAIRE. 

Le  présent  Mémoire  fait  suite  à  celui  que  nous  venons  de  publier 
dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles  :  Sur  les 
intégrales  à  limites  infinies. 

Cette  Société  avait  mis  au  concours  la  question  suivante  : 

Donner  une  théorie  rigoureuse  de  la  diffère ntiation  sous  le  signe 
dans  les  intégrales  définies,  en  assignant  les  conditions  précises 
qui  limitent  la  règle  de  Leibnitz,  principalement  dans  le  cas  de 
limites  infinies  ou  de  fonctions  passant  par  l'infini.  Faire  l'appli- 
cation de  ces  principes  à  quelques  intégrales  définies  célèbres. 

Nous  avons  montré  que  cette  question  se  ramène  à  l'inversion  des 
signes  d'intégration  dans  les  intégrales  doubles,  et  nous  avons  donné, 
à  ce  sujet,  des  règles  précises  dans  le  cas  où  la  fonction  sous  le  signe 
est  continue  et  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  infinie. 

Les  méthodes  que  nous  avons  appliquées  dans  cette  hypothèse  par- 
ticulièrement simple,  peuvent  être  généralisées  et  servir  à  résoudre  le 
cas  plus  difficile  où  la  fonction  est  discontinue.  Néanmoins,  cette  gé- 
néralisation n'est  pas  immédiate,  une  première  tentative  que  nous 
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avions  faite  pour  >  arriver  ne  nous  avait  pas  conduit  à  des  résultats 
définitifs.  Qu'il  nous  soii  donc  permis  d'exprimer  noire  vive  gratitude 
à  M.  G,  Jordan,  membre  do  l'Institut  de  France,  pour  l'intérêt  qu'il 
a  pris  à  nos  recherches  cl  les  conseils  ('claires  qu'il  nous  a  donnés.  En 
énonçant,  sous  des  conditions  précises,  le  théorème  du  n°  (>î»,  cet  émi- 
ueni  géomètre  nous  a  ouvert  la  voie,  et  c'est  par  des  généralisations 
successives,    dans   celte   direction    qui   nous   était    donnée,   que    nous 

sommes  arrivé  à  la  conception  du  Mémoire  actuel. 


[NTROD1  CTION 


I.  —  Notions   sur  les   ENSEMBLES. 

1.  Une  collection  de  nombres,  compris  entre  certaines  limites,  ou 
de  points  situés  sur  une  droite,  constitue  ce  que  nous  appelons  un  cn- 
semble. 

*!.  Supposons  que  l'ensemble  E  renferme  un  nombre  infini  d'élé- 
ments; on  dira  que  le  point  x  est  un  point  limite  de  l'ensemble,  si, 
quelque  petit  que  soit  a,  il  existe  une  infinité  de  points  de  l'ensemble 

dans  l'intervalle  (x  —  a,  x  -h  a). 

Les  points  limites  de  E  forment  eux-mêmes  un  ensemble  E,,  que 
l'on  appelle  ensemble  dérivé  de  E.  Cet  ensemble,  à  son  tour,  peut 
avoir  un  ensemble  dérive  E2,  et  ainsi  de  suite. 

Si  E  n'a  qu'un  nombre  limité  d'ensembles  dérivés  successifs,  il  est 
de  première  espèce,  et  il  est  de  seconde  espèce  dans  le  cas  contraire. 

5.  Un  ensemble  de  première  espèce  est  de  l'ordre  n,  s'il  a  n  en- 
sembles dérivés  successifs;  et  un  point  limite  est  de  l'ordre/?,  s'il  ap- 
partient à  l'ensemble  Ep,  sans  appartenir  aux  ensembles  dérivés  sui- 
vants. 

Soit  E  un  ensemble  de  l'ordre  m  et  E'  un  ensemble   de   l'ordre 
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niyii  <^m).  L'ensemble  des  points  qui  appartiennent  à  la  fois  à  E  ou 
à  E'  est  un  nouvel  ensemble  (E  -h  E').  On  voit  aisément  que,  si  x  est 
un  point  limite  de  l'ordre  p  pour  E  et  de  l'ordre  q  pour  E',  l'ordre 
de  x  dans  l'ensemble  (E-f-  E')  est  égal  au  plus  grand  des  deux 
nombres  p  ou  q.  Donc,  si  m  ^>  n,  l'ordre  de  l'ensemble  (E-f-E') 
sera  m. 

4.  Les  ensembles  se  partagent  encore  en  deux  classes  à  an  autre 
point  de  vue  et  cette  distinction  est  très  importante. 

Supposons  que  tous  les  points  de  l'ensemble  soient  compris  dans 
l'intervalle  (a,  b),  et  divisons  cet  intervalle  en  un  nombre  indéfini- 
ment croissant  d'éléments  qui  tendent  vers  zéro.  Si  la  somme  de  ceux 
qui  renferment  des  points  de  l'ensemble  tend  vers  zéro,  nous  dirons 
que  l'ensemble  est  résoluble  ou  de  longueur  nulle;  il  sera  linéaire  ou 
rtcndu  dans  le  cas  contraire. 

On  reconnaît  facilement  que  tout  ensemble  de  première  espèce  est 
résoluble,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

5.  Au  lieu  de  considérer  des  points  sur  une  droite,  on  peut  consi- 
dérer un  ensemble  de  points  dans  une  aire  donnée  T.  Il  y  a  lieu 
d'étendre  à  ces  nouveaux  ensembles  la  distinction  qui  précède.  Divi- 
sons l'aire  T  en  un  nombre  indéfiniment  croissant  d'éléments  qui 
tendent  vers  zéro  dans  tous  les  sens;  si  la  somme  de  ceux  qui  renfer- 
ment des  points  de  l'ensemble  tend  vers  zéro,  l'ensemble  sera  dit  réso- 
luble ou  d'aire  nulle;  il  sera  étendu  dans  le  cas  contraire. 

IL  —  Rappel  de   quelques  principes  de  l.v  théorie  des   fonctions. 

(L  Lorsqu'une  fonction  y  de  x  reste  comprise  entre  deux  nombres 
donnés,  quand  avarie  dans  un  intervalle  ab,  on  dit  qu'elle  est  limitée 
dans  cet  intervalle.  Elle  est  illimitée,  dans  le  cas  contraire. 

Une  fonction  limitée  dans  un  intervalle  a,  dans  cet  intervalle,  une 
limite  supérieure  L  et  une  limite  inférieure  l;  la  différence  L  —  /  est 
Y  oscillation  de  la  fonction  dans  l'intervalle. 

Si  l'oscillation  dans  l'intervalle  ( x  —  e,  x  -+-  e)  tend  vers  zéro  avec  e, 
la  fonction  est  continue  pour  cette  valeur  de  x.  Dans  le  cas  opposé, 
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elle  esl  discontinue,  el  la  Limite  (nécessairement  déterminée)  de  l'os 
filiation  dans  l'intervalle  infiniment  petil  (x      e,as  h  e)  s'appelle  la 
discontinuité  au  point  x.  Si  la  fonction  est  illimitée  dans  l'intervalle 
(x  -    i,  x  -f-  i)  quel  que  si  il  £,  la  discontinuité  au  point  x  est  infinie. 

7.  Ces  définitions  s'étendent  aisément  à  des  fonctions  de  plusieurs 
variables.  En  particulier,  pour  une  fonction  de  deux  variables,  on  ap- 
pellera discontinuité  au  point  (a?,  y) la  Limite  de  l'oscillation  de  la 
fonction  dans  une  aire  infiniment  petite  décrite  autour  de  ce  point. 

S.  Intégrales  simples.  Soit  t\ [a •)  une  fonction  limitée  dans  un 
intervalle  ab\  divÎBonscet  intervalle  en  an  nombre  indéfiniment  crois- 
sant de  parties  o,  ;  désignons  par  L,  et  /,  les  limites  supérieures  et  in- 
férieures de  / \  .e  )  dans  L'intervalle  0,\  on  sait  (pie  les  deuv  sommes 

tendront  vers  des  limites  déterminées  et  invariables  quand  tons  les  o, 
tendront  vers  zéro. 

Si  ces  deux  limites  sont  égales,  leur  valeur  commune  esl  aussi,  par 
définition,  celle  de  Pintégrale  définie 


1. 


f(x)dx\ 


on  dit  alors  que  /{x)  est  inlégrable. 

Si  ces  deuv  limites  de  sommes  sont  différentes,  la  fonction  /(x) 
n'est  pas  intégrable,  el  l'expression 

rb 

I    /  (  ./■  )  dx 

J  a 

a  une  valeur  indéterminée  entre  les  deux  limites  précédentes. 

La  condition  nécessaire  ci  suffisante  pour  que  f(x)  soit  inté- 
grable esl  que  la  somme  des  intervalles  ô{-  où  l'oscillation  de  /(x) 
est  supérieure  à  un  nombre  donné  tende  vers  zéro  quand  tous  les 
intervalles  tendent  vers  zéro. 
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Cette  proposition  équivaut  à  celle-ci  : 

Il  faut  et  il  suffit  que  l'ensemble  des  points  où  la  discontinuité  de 

/'(,r  )  surpasse  un  nombre  donné  soit  résoluble  (4). 

L'équivalence  des  deux  énonces  est  une  conséquence  évidente  du 
théorème  suivant  : 

5/,  dans  l'intervalle  o,f(x)  n'a  que  des  discontinuités  inférieures 
à  ï],  on  peut  subdiviser  o  en  parties  assez  petites  pour  que,  dans 
chacune  d'elles,  l'oscillation  de  f  soit  moindre  que  r\  •+-£,£  étant 
aussi  petit  que  l'on  veut. 

Intercalons,  en  effet,  indéfiniment  de  nouveaux  points  de  subdivi- 
sion entre  a  et  b;  s'il  restait  toujours  un  ou  plusieurs  intervalles  où 
l'oscillation  de  f  surpassât  t\  -h  £,  les  limites  du  premier  vers  la 
gauche  de  ces  intervalles  convergeraient  vers  un  point  fixe  (car  la 
limite  gauche  serait  nécessairement  constante  ou  croissante),  et  en  ce 
point  la  discontinuité  serait  supérieure  à  yj  +  e,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse. 

9.  Intégrales  doubles.  —  Soit /(y:,  y)  une  fonction  de  deux  va- 
riables x  et  y  dans  une  aire  déterminée  T;  divisons  cette  aire  en  nu 
nombre  indéfiniment  croissant  d'éléments  co,-  qui  tendent  vers  zéro  dans 
tous  les  sens,  et  soient  L,  et  /,  les  limites  supérieures  ou  inférieures 
de  f  dans  l'élément  w,;  les  deux  sommes 

tendront  vers  des  limites  déterminées  et  invariables  quand  tous  les  oj, 
tendront  vers  zéro.  Si  ces  limites  sont  égales,  leur  valeur  commune  esl 
celle  de  l'intégrale  double 

^f(x,y)dT=^f{.c,y)drdy- 

on  dit  alors  que  f  est  intégrable  dans  l'aire  T. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f  soit  intégrable 
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dans  Vairt  T  est  que  /</  somme  de  tous  les  éléments  w,,  où  l'oscilla- 
tion  de  f  surpasse  un  nombre  donné,  tende  vers  zéro. 

Cette  proposition  équivaut  encore  à  celle-ci  : 

//  faut  et  il  suffit  que  l'ensemble  des  points  de  Vain'  T  où  la  dis- 
continuité de /surpasse  un  nombre  donné  soit  résoluble  { 5  ). 

10.    Soit  T  un»'  aire  limitée  par  un  contour  C.  Pour  plus  (le  simpli- 
cité, admettons  qu'une  parallèle  à  l'axe  «les  ./■  ue  puisse  rencontrer  le 

contour  qu'en   deux   points,  et   que  les    abscisses  ./',    et  ,/\,   de  ces  deux 

points  soient  des  fonctions  continues  de  y  dans  l'intervalle  cd  (corres- 
pondant aux  valeurs  extrêmes  dey  dans  l'aire  T). 

On  peut  démontrer  que ,  si  f(x,  y)  est  intégrable  (/ans  /V/'/r  T, 
l'intégrale 


- 


sera  une  fonction  intégrable  de  y  et  que  l'on  aura 

S  /<  r.vulT=j\ly  f  /,/,. 

|  I  <>i/-.  par  exemple.  P.  dd  Bois-Reymond,  Math.  An//.,  t.  XI;  — 
Harnack,  Die  Elemente  der  differential  und  Intégral- Rechnung; 
el  tout  récemment,  C.  Jordan,  Remarques  sur  les  intégrales  défi- 
nies (Journal  de  Liouville,  1892.)] 
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CHAPITRE  I. 

CONVERGENCE    ABSOLUE. 


I.  —    Convergence  absolue  des  intégrales  simples. 

il.  Jusqu'à  présent,  une  intégrale  définie  n'a  de  signification  que  si 
la  fonction  sous  le  signe  est  limitée.  Nous  allons  généraliser  cette 
notion  et  l'étendre  aux  fonctions  illimitées;  mais  il  y  a  lieu  de  distin- 
guer deux  cas  très  différents  suivant  que  l'intégrale  est  absolument  ou 
n'est  que  relativement  convergente  :  nous  nous  occuperons  d'abord 
du  premier. 

12.  Considérons  un  intervalle  ab  des  valeurs  de  x  et  une  fonction 
f(x)  intégrable  dans  toute  portion  de  l'intervalle  ab  où  elle  est  limi- 
tée. Appelons,  pour  abréger,  infini  tout  point  où  la  discontinuité  (6) 
de  f  est  infinie,  et  supposons  que  l'ensemble  des  infinis  soit  réso- 
luble (4)  dans  l'intervalle  ab. 

15.  Soient  N,  et  N2  deux  nombres  positifs  quelconques;  substi- 
tuons à  la  fonction  /(x)  la  fonction  limitée  fn(x)  définie  par  les  rela- 
tions 

/«  =  — Nn         pour        /=— N,; 

/„==/,  pour  _N,</<N2; 

A=Na  pour         />N2. 

La  fonction  fu(x)  n'aura  de  discontinuité  supérieure  à  un  nombre 
donné  qu'en  des  points  formant  un  ensemble  résoluble,  et  comme  elle 
est  limitée,  elle  sera  intégrable;  si  l'intégrale 

/    fn(x)dx 

J  a 

tend  vers  une  limite  déterminée,  quand  N,  et  N2  tendent  vers  l'infini 
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d'une  manière  quelconque,  nous  (liions  que  l'intégrale 

(fdx 

<^t  absolument  convergente  e\  a  cette  Limite  pour  valeur. 

I  ne  intégrale   absolument  convergente  jouil   des  propriétés  que 
nous  allons  signaler. 

If.   I.  Si  l'intégrale  /  fdx  est  absolument  convergente,  l'intè- 

çrale  j    moAfdx  l'est  aussi. 

(  '.*rvi  <•,■  qui  résulte  île  ce  (iin-  \ ,  ci  Y.  (  13)  peuvent  tendre  succes- 
sivement vers  l'infini. 

IT>.   II.  Si  l'on  divise  ab  en  intervalles  indéfiniment  décroissants 
/>///■  les  points  oc,,  a.. a, une  somme  d'intégrales 

fdx, 

prises  dans  un  nombre  quelconque  (même  indéfiniment  croissant) 
d'intervalles  arbitrairement  choisis,  tendra  vers  zéro,  pourvu  que 
la  somme  des  intervalles  tende  ras  zéro. 

Prenons  N,  el  V  assez  grands  pour  qu'on  ail 

f    inod f  d.r  <C  /    modyn  dx  -h  e, 
ce  qui  esl  possible  d'après  le  numéro  précédent;  on  aura  a  fortiori 
\   f       mod f  (ir  <^  7   /       mod fHdx  H-  s; 

"  a.  ■  a, 

et,  comme  la  somme  du  second  membre  tend  vers  zéro, 
lim  V   /        mod  fdx  <  e. 
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d'où  Ion  conclut 

J~  «i+i 
mod/c/.r  =  o. 
oc, 

III.  L'intégrale  f    fdx  est  une  fonction  continue  <b>  x.    (Cas 

'  J  a 

particulier  du  théorème  II.) 

IV.  L'intégrale  f  fdx  est  une  fonction  à  variation  limitée 
dans   l'intervalle  ab. 

En  effet,  sa  variation  totale  est  égale  à   /    modfdx. 

J  a 

16.  V.  Si  l'on  divise  ab  en  intervalles  indéfiniment  décroissants 
par  les  points  a,,  a2,  . . .,  a,,  . .  .,  la  somme  d'intégrales 

«'ai 

tendra  vers  l'intégrale  prise  entre  a  et  b,  pourvu  que  la  somme  des 
intervalles  (a^,  —  a,)  tende  vers  (b  —  a). 

Conséquence  du  théorème  II. 

En  particulier,  la  somme  des  intégrales  prises  dans  tous  les  inter- 
valles où  la  fonction  est  limitée  tendra  vers  l'intégrale  prise  entre  a 
et  b. 

17.  VI.   Réciproquement,  si  la  somme 

mod  fdx 

», 

n'augmente  pas  indéfiniment,  quand  la  somme  S(a,+I  —  a,-)  des 
intervalles  correspondants  tend  vers  (b  —  a),  l'intégrale  sera  abso- 
lument convergente. 

Soit  en  effet  fn  (13)  la  fonction  correspondant  aux  nombres  \, 
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et  V:  considérons  un  mode  de  subdivision  de  ab  en  intervalles  assez 
petits,  pour  que  la  Bomme  de  ceux  qui  sont  exclus  de  la  somme  -  soit 

inférieure  a  ;  on  aura 

J„h  /.«i+i  -«IH-, 

1    mod/,, dx  =  ^  ;       mod/„ cfa? -f- ^  /       mod />/>, 

l.i  somme  I  s'étendanl  aux  intervalles  exclus  de  la  somme  -. 
Mais  ou  ;i 

V    ^         inod  /'„  f/.r .    >    /         mod/dx, 


,i. 


V  J       mod/Rrfa?<(Nt  -h  Na)  ^-  ;  ^   <e 
«•t.  par  conséquent . 

I    mod fadx  <^  V  /       mod fdx ■+-  e. 

•  *, 

Le  premier  membre  est  constamment  croissant  avec  \,  e1  N2,  et, 
comme  il  ne  peut  croître  indéfiniment,  1  intégrale  /  fdx  est  absolu- 
nient  convergente. 

18.  VII.  Si  V  ensemble  des  infinis  est  de  première  espèce  (2  ),  et 
si  F(./  )  est  une  fonction  continue  qui  a  f(x)  pour  dérivée,  pour 
toute  valeur  de  x  les  infinis  exceptés,  dans  l'intervalle  ab,  on  aura 
la  relation 

f°f(x)dx  =  F(I,)-F(a). 

S'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  d'infinis  at,  a2,  ...,  ain  on  a  sans 
difficulté 

I         -+-  -h... +  /      fdx 

=  F(l>)-F(a)  +  ï\F(ai+z)-F(al-i)], 
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et  F  étant  continue,  la  somme  S  tend  vers  zéro  avec  £,  ce  qui  entraîne 
le  théorème. 

S'il  n'y  a  dans  l'ensemble  des  infinis  qu'un  nombre  déterminé  de 
points  limites  du  premier  ordre  a,,  a,,  ...,  a,,  ...,  nous  venons  de 
justifier  l'équation 


=  F(&)-F(a)  +  Z[F(a/+e)--F(a|.-E)]. 

La  somme  2  tendant  vers  zéro  avec  e,  la  démonstration  s'étend  a 
ce  second  cas,  et  ainsi  de  suite  jusqu'aux  points  limites  de  l'ordre  le 
plus  élevé. 

Mais  si  l'ensemble  des  infinis  de  f  est  de  deuxième  espèce,  la  con- 
tinuité de  F  ne  paraît  plus  suffisante  pour  justifier  l'équation  (i),  et  il 
faut,  en  outre,  pouvoir  démontrer  que  la  somme  des  oscillations  de  F, 
dans  autant  d'intervalles  que  l'on  veut,  tend  vers  zéro,  avec  la  somme 
de  ces  intervalles. 

19.  Convergence  dans  le  cas  où  la  limite  supérieure  de  l'inté- 
grale est  infinie.  —  Dans  ce  cas,  il  faut  encore  définir  l'intégrale.  Si 
l'intégrale 


b1 


r 

f     mod  fdx 

n'augmente  pas  indéfiniment  avec  N,  elle  tendra  vers  une  limite  déter- 
minée quand  N  tendra  vers  l'infini,  et  il  en  sera  de  même  pour  l'inté- 
grale 

rN 

/    fdx. 
La  limite  de  cette  expression  est  alors,  par  définition,  la  valeur  de 


l'intégrale 


j    fdx, 


et  celle-ci  est  absolument  convergente. 

Journ,  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII. —  Fasc.  IV,  1892.  30 


i3a 


C-.i.     DE    LA    VALLEE-POUSSIN, 


II 


Convergence  des  intégrales  doubles. 


20.  Soii  /*<  ./■.  y)  une  fonction  que  nous  supposerons  inlègrable 
dans  toute  portion  de  l'aire  T  où  elle  est  Limitée.  Appelons  encore, 
pour  abréger,  infini  i oui  poinl  où  [a  discontinuité  ( 7)  de  f(x,  y)  est 
infiniej  h  supposons  que  L'ensemble  de  ces  infinis  soii  résoluble  (ou 
d'aire  nulle  )  ( 5  ). 

Soienl  N,  et  ES ...  deux  nombres  positifs  quelconques;  posons 


/„  =  - V 
/.=    /. 


pour        /<— N,; 
pour  -N,^/=N2; 

pour        />N2. 


Substituons  à  f  la  fonction  limitée  fn\  celle-ci  sera  intégrable  dans 
L'aire  T,  car  L'ensemble  des  points  où  la  discontinuité  surpasse  un 
nombre  donné  sera  résoluble;  si  L'intégrale 


S/» 


/T 


tend  vers  une  limite  déterminée  quand  N,  et  N2  tendent  vers  l'infini 
d'une  manière  quelconque,  nous  dirons  que  L'intégrale  double 


existe  et  a  cette  limite  pour  valeur.  Dans  le  cas  contraire,  nous  n'ac- 
corderons, dans  cette  étude,  aucun  sens  à  l'intégrale  double. 

L'intégrale  double,  quand  elle  existe,  jouit  de  propriétés  impor- 
tantes, analogues  à  celles  que  nous  avons  signalées  pour  les  intégrales 
simples  et  qui  se  démontrent  par  la  môme  voie  :  nous  nous  contente- 
rons de  les  énoncer. 

21.  I.  Si  l'intégrale  X  fdT  existe,  l'intégrale  x  mod/^T 
existe  aussi. 
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22.  II.  Si  l'on  divise  l'aire  T  en  un  nombre  indéfiniment  crois- 
sant d'éléments  oo,  qui  décroissent  indéfiniment  dans  tous  les  sens, 
une  somme 


2modS  fdtài 


d'intégrales  prises  dans  un  nombre  quelconque  (même  indéfini- 
ment croissant)  d'éléments  w,  tendra  vers  zéro,  pourvu  que  la 
somme  de  ces  éléments  tende  vers  zéro. 

25.   III.   Si    Von    représente  par   T   un  domaine  formé  d'un 
nombre  variable  d'éléments  w  de  l'aire  T,  l'intégrale 


fi/*r 


tendra  vers  l'intégrale  prise  dans  l'aire  T,  pourvu  que  T'  tende 
vers  T. 

En  particulier,  si,  pour  un  mode  de  subdivision  donné,  T'  com- 
prend tous  les  éléments  de  T  où  f  est  limité,  et  si  l'on  fait  tendre  T' 
vers  T,  l'intégrale  prise  dans  le  domaine  T'  tendra  vers  l'intégrale 
prise  dans  l'aire  T. 

24.  Changement  de  variables.  —  Effectuons  sur  x  et  y  le  chan- 
gement de  variables 

a?  =  <?(«,?)>         r  =  +(">")> 

et  supposons  que  cette  transformation  établisse  une  correspondance 
uniforme  entre  les  points  d'une  aire  T  dans  le  plan  (x,y)  et  ceux 
d'une  aire  T'  dans  le  plan  (u,  v).  Pour  cela,  le  déterminant  fonc- 
tionnel 

j^  d(.x;y) 
cl  (a,  v  ) 

sera  fonction  continue  de  u  et  de  v  et  ne  pourra  s'annuler. 
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Gela  pose,  on  sait  que  sif(xyy)  est  fini  et  intégrable  dans  l'aire T, 
on  a  la  Formule  de  transformation 

^  f(x,y)dxdy=Q  /(?,  -|)modJ  dudr. 

Cette  formule  subsiste  quand  /(a?,  y)  est  illimité,  pourvu  que  l'in- 
tégrale double  existe,  car  on  a  toujours  sans  difficulté 

$  /„(  •>•.  rw/.,-,/r  =  J^   /8(<p,  i|/)  mod J  rf«  fifc, 

«•I  à  la  limite  ees  deux  intégrales  tendent   par  définition  vers  les  deux 
Intégrales  dont  nous  voulons  prouver  l'égalité. 

(  lette  méthode  s'étend  d'elle-même  à  des  intégrales  multiples  quel- 
conques  et  il  est  inutile  de  nous  v  arrêter. 

25.  Convergence  des  intégrales  doubles  dans  un  champ  qui 
s'étend  à  l'infini.  —  Supposons  que  Faire  T  s'étende  à  l'infini,  et 
désignons  par  T'  un  domaine  limité  mais  variable  qui  embrasse  sue- 
cessivemenl  tous  les  points  de  l'aire  T;  si  l'intégrale 

SyrfT' 


tend  encore  vers  une  limite  déterminée  quand  T'  tend   vers  T  d'une 
manière  quelconque,  l'intégrale  double 

S/" 

existera  encore  et  aura,  par  définition,  cette  limite  pour  valeur. 

D'après  ce  qui  précède,  on  reconnaît  aisément  que  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  l'intégrale 

V   moâ/dT' 
n'augmente  pas  indéfiniment  quand  T' tend  vers  T. 
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Si  cela  a  lieu,  les  propriétés  II  et  III  qui  précèdent  subsisteront 
pour  un  champ  infini;  et  il  en  sera  de  même  des  règles  relatives  aux 
changements  de  variables  (24),  pourvu  que  les  conditions  imposées 
à  J  soient  vérifiées  en  tout  point  (x,  y)  de  l'aire  T  (24). 

III.  —   Convergence  uniforme  et  convergence  régulière. 
Réduction  des  intégrales  dourles. 

26.  Considérons  une  aire  T,  limitée  par  un  contour  C.  Supposons, 
pour  simplifier,  que  ce  contour  ne  soit  rencontré  qu'en  deux  points  par 
une  parallèle  à  l'axe  des  x  ou  à  celui  des  y.  Soient  xK  =  cp,  (y)  et 
.!•.,=  o.2(y)  les  abscisses  des  points  d'intersection  du  contour  par  une 
parallèle  à  l'axe  des  x,  c  et  d  les  valeurs  extrêmes  de  y  dans  l'aire  T; 
de  même,  y ,  =  ^,  (x),  y2  =  ^2 (x)  les  ordonnées  des  points  d'intersec- 
tion du  contour  par  une  parallèle  à  l'axe  des  y,  a  et  b  les  valeurs 
extrêmes  de  x  dans  l'aire  T. 

27.  Soit  /(oc, y)  une  fonction  des  variables  x  et  y  dans  l'aire  T; 
nous  la  supposons  intégrable  dans  toute  portion  de  l'aire  où  elle  est 
limitée.  Nous  appelons  encore  infini  de  /  tout  point  où  la  disconti- 
nuité de/  est  infinie  (7),  et  nous, supposons  que  l'ensemble  des  infi- 
nis est  résoluble  dans  l'aire  T  (5). 


28.   Considérons  l'intégrale 


j    /dx; 


on  peut  l'envisager  comme  une  fonction  de  y  dans  l'intervalle  cd. 

Soit  £  un  nombre  donné;  si,  quelque  petit  que  soit  t,  on  peut 
prendre  N,  et  N2  assez  grands  pour  qu'on  ait,  /n  étant  défini  comme  au 
n°  20, 

'      moà/dx  =  /      mod/„dx  -t-  R, 

R<£, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  y  dans  l'intervalle  cd,  l'intégrale  I  sera 
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absolument  el  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  cd. 
Nous  exprimerons  ces  deux  choses,  «mi  disanl  simplement  que  l'inté- 
grale 

/"■''* 

I      mod fax 

esl  équiconvergente  dans  l'intervalle  cd!  ou  dans  l'aire  T. 

*1\).   Donnons-nous  encore  arbitrairement  s,  si,  quelque  petit  <|ne 
^i)ii  ce  nombre,  on  peut  vérifier  la  condition 

I      moàfdx=f      mod/,,  dx  -h  H, 

R<£, 

pour  une  valeur  convenable  de  \,  el  de  Y,  dans  toute  portion  déter- 
minée de  l'intervalle  cd  qui  De  renferme  aucun  point  d'un  ensemble 
résoluble  E,  t  cel  ensemble  pouvant,  eu  général,  varier  avec  i),  l'inté- 
grale 


I 


:  /      mod/dù 


sera  dite  régulièrement  convergente  dans  l'intervalle  cd  on   dans 
l'aire  T. 

lai  particulier,  l'intégrale  I  sera  régulièrement  convergente,  si  elle 
est  équiconvergente  clans  ton  le  portion  de  l'intervalle  cd  qui  ne  ren- 
ferme aucun  poini  d'un  ensemble  déterminé  et  résoluble  dans  cet  inter- 
valle. 

.">0.  Si,  pour  toute  valeur  de  y,  l'ensemble  des  infinis  de  /(  '27  ) 
est  de  première  espèce  dans  l'intervalle  xtx.2,  la  condition  néces- 
saire et  su  (lisante  pour  que  l'intégrale 


L 


mod f  dx 
suit  équiconvergente  est  que  l'on  puisse,  i  étant  donné,  prendre  ^ 
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assez  petit  pour  vérifier  les  inégalités 

JpX  ,,.r  +  3 

'      moàfdx  <  £,  /        mod  fdx  <  e, 

X— 3  J  X 

pour  tout  point  (x,  y)  de  l'aire  T.  En  un  point  du  contour,  on  ne 
tient  compte  que  de  l'intégrale  qui  est  prise  vers  l'intérieur  de 
l'aire. 

Cette  condition  est  nécessaire,  car  si  l'intégrale  estéquiconvergente, 
on  peut  prendre  N,  et  N2  assez  grands  pour  avoir 

/      moàfdx  «<  /      moà  fndx  -h  e, 

«Ai-,  «-'jr, 

et  a  fortiori 

i      moàfdx<C  !      m.oàfa  dx  -+■  £, 

J.r  —  3  «Ar  —  3 

puis  §  assez  petit  pour  avoir 

/      mod/<ir  <2c. 

«^jc  —  3 

On  démontrerait  de  même  que  l'on  peut  vérifier  la  seconde  inégalité 

/        moàfdx  <  2£. 

Il  reste  à  démontrer  que  cette  condition  est  suffisante.  Supposons 
d'abord  que,  pour  chaque  valeur  àey,  les  infinis  soient  en  nombre  limité 
dans  l'intervalle  xsx.2.  Tout  point  qui  n'est  pas  un  infini  est  nécessai- 
rement à  distance  finie  d'un  infini;  par  conséquent,  on  peut,  dans  notre 
hypothèse,  assigner  une  limite  supérieure  au  nombre  d'infinis  situes 
sur  une  même  parallèle  à  l'axe  des  x,  et  l'on  peut  dès  lors  raisonner 
comme  s'il  ne  pouvait  y  en  avoir  plus  d'un.  Faisons  cette  hypothèse; 
il  est  clair  qu'enjoignant  successivement  par  une  droite  (s'ils  sont  sé- 
parés) tous  les  infinis  consécutifs  qui  correspondent  à  des  valeurs  crois- 
santes de  y,  on  tracera  une  ligne  continue  qui   contiendra  tous  les 
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infinis  el  ne  sera  rencontrée  qu'en  an  point  par  une  parallèle  à  l'axe 
Soit  .r(1  =  <p(y)  l'équation  de  cette  ligne;  ad  niellons  pour  sim- 
plifier que  le  point  (of„  y  )  soit  toujours  intérieur  à  T;  on  aura 

.>.-8 

/      modfdx      !         -h  !       modfdx  t-  l\, 

■  > .  •  ■ ,  ■  ■•„  >  î 

R<£. 

Mais,  dans  le  second  membre,  /"est  une  Fonction  limitée  sons  le  signe 
d'intégration;  on  peul  donc  prendre  \,  el  NB  assez  grands  pour  que 

l'on  ail 

-o  ...  _  ..,,-6  ,: 

I         -h  I       modf  dx  <  l         h-  /       mod/„  «a?  ■+•  e, 

1     I  .  •     ',.  +-8  l    'i  «Ai0-l-0 


«•t  ^/  fortiori 


/       niod  /V.r  <  /       mod/aCLX  -+-  26, 

'  1  -'l 


ce  (|ii"il  fallait  établir. 

S'il  \  a  d<s  valeurs  de  jk  auxquelles  correspondent  un  nombre  illi- 
mité d'infinis,  on  commencera  par  supposer  que  l'ensemble  des  infinis 
situés  sur  une  même  parallèle  à  l'axe  des  x  ne  puisse  avoir  qu'un 
nombre  limité  de  points  limites.  On  peut  alors  recommencer  pour 
ceux-ci  le  raisonnement  qui  précède,  el  ainsi  de  suite. 

31.  Lemme.  —  Si  l'on  peul  prendre  N,  et  N2  assez  grands  pour 
vérifier y  dans  tout  l'intervalle  cd,  les  relations 

f      modfdx  =  f     mod/w  dx  -+-  H, 

l'intégrale  double  x  fdT  existera,* et  l'intégrale,  déterminée  ou 

non  (S). 

f   dY  f    fdx 


SUR    LÀ    CONVERGENCE    DES    INTÉGRALES    DEFINIES.  45(J 

sera  comprise  entre  les  limites 

§  fdT±*(d-c). 

L'intégrale  double  existera,  car  on  aura 

^  modfndT  =  I     dy  f     modfndx<^(d —  c)max.  /     mod/dx, 

et  le  premier  membre,  ne  pouvant  croître  indéfiniment,  tendra  mis 
une  limite  déterminée  quand  N,  etN2  tendront  vers  l'infini.  On  a  alors 
(modR^R) 

dy  !     fdx  =       dy  !     fn  dx  -+-  j    R'  dy 

et,  en  faisant  tendre  N,  et  N2  vers  l'infini, 

limj    dyj     f„dx=Q  fdT, 

lim    mod  /    R'dy   <  lim  /    modR'drj<  a(d  —  c), 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

52.   Théorème.  —  Si  l'intégrale 

f    modf(x,y)dx 

est  régulièrement  convergente  (29)  et  représente  une  fonction  li- 
mitée de  y  dans  V intervalle  cd,  l'intégrale  double 

sera  déterminée,  en  vertu  du  lemme  précédent,  et  l'on  (tar<< 
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Subdivisons  l'intervalle  cd  en  éléments  indéfiniment  décroissants 
el  l'aire  T  en  bandes  correspondantes  par  des  parallèles  à  l'axe  «les  ./• 

d'ordonnées  V  }. ,3, el  donnons-nous  une  valeur  de  s;  la 

somme 

V  dy  /{.r.y)(/, 

«les  intégrales  prises  dans  imis  les  intervalles  [3,(3,+l  qui  ne  contien- 
nent  aucun  point  de  l'ensemble  E,  (/2i)  )  esl  comprise,  d'après  le  lemme 
précédent,  entre  les  limites 


§T/<fP±e(d-c), 


le  domaine  1    étanl  formé  «le  l'ensemble  «les  bandes  intérieures  à  T 
qui  correspondent  aux  mêmes  intervalles. 

Mais,  puisque  l'intégrale  /     fdxes\  limitée,  el  que  la  somme  des 

intervalles  \  3    ,  tend  vers  il  —  c,  les  «leu\  expressions 


lin,  Y  /       dy       /<!,;         I    dyl     fil, 
"ni  la  même  signification;  d'autre  pari,  puisque  l'intégrale  double 

•  •\i-le. 


donc  l'intégrale 


S/'/T=S/'/T 

dy        fdx 


est  comprise  entre  les  limites 

S/rfr±e<rf-C), 

et  comme  e  est  aussi  petit  que  l'on  veut,  le  théorème  est  démontré 
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55.  Théorème.  —  Si  l'intégrale 

a  f/mj  valeur  déterminée,  et  si  l'intégrale 

mod  fdec 

est   régulièrement  convergente    dans  V intervalle  cd ,   l'intégrale 
simple 

f  dy  f    fdx 
sera  absolument  convergente,  et  Von  aura 

f*  <fyf*f  <&  =  §/**- 

Reprenons  le  mode  de  subdivision  de  l'intervalle  cd  et  de  l'aire  T  de 
la  démonstration  précédente;  la  somme 

2jPi      d>l,,  fdX 

des  intégrales  prises  dans  les  intervalles  où  /     moàfdx  est  limitée 

■t'i 
est  égale,  comme  nous  venons  de  le  voir,  à  l'intégrale  double 

le  domaine  T'  étant  formé  des  bandes  qui  correspondent  aux  intervalles 
précédents  dans  l'intérieur  de  T. 

Or  on  a  aussi  par  le  même  théorème  (32) 

r.  ,3,;-,  jr« 

2/"   dywodf  'fdx^^f     dy f    modfdx=Q   modfdï'. 
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L'intégrale  double  existanl  par  hypothèse,  la  somme  du  premier 
membre  est  Limitée,  et,  par  conséquent,  L'intégrale 


I    dy  I    fdx 


esl  absolument  convergente  (  17V 

(  lette  intégrale  étanl  absolument  convergente,  ci  L'intégrale  double 
existant,  on  aura  (  Ki-'i."»  ) 


lin.V  C^dyTfdx^Ç  dyCfdx, 

■ 

,h"  S,  •  r,rï'  =  S  /'IT> 


et,  par  conséquent, 


/  "dyj  "  I  ''h--  g/ûTT, 


ce  qu'il  fallait  prouver. 

I  \e  là  le  théorème  important 


34.  Théorème.  —  Les  trois  intégrales 


.<! 


f.  dyl,  %/dx>  .[  ilxl  "fdy'  S/rfT 

seront  déterminées  et  égales,  si  les  deux  intégrales  simples 

f      modfd.r,      f     modfdy 

sont  régulièrement  convergentes  cl  l'intégrale  double  déterminée 
dans  l'aire  T. 

5o.  Remarque.  —  Les  nos  24  et  54  contiennent  tonl  ce  qui  esl 


SUR    LA    CONVERGENCE    DES    INTÉGRALES    DEFINIES.  44^ 

nécessaire  pour  le  calcul  et  la  transformation  des  intégrales  doubles 
dans  une  aire  déterminée. 


VI.  —  Extension  des  théorèmes  précédents  au  cas  ou  l'aire 

s'étend  a  l'infini. 

56.  Deux  cas  principaux  peuvent  se  présenter  :  Taire  T  s'étend  à 
L'infini  dans  le  sens  des  x  seulement,  ou  bien  dans  le  sons  des  deux 
axes. 

57.  Traitons  d'abord  le  premier  cas  et  supposons  pour  simplifier 
que  l'aire  T,  limitée  par  une  parallèle  à  l'axe  des  y  :  x  =  a  et  deux 
parallèles  à  Taxe  des  x  :  y  =  c,  y  =  d,  s'étende  à  l'infini  dans  le  sens 
des  x  positifs. 

Si  le  contour  de  l'aire  était  curviligne,  on  pourrait  ramener  le  pro- 
blème au  précédent  :  on  supposerait  la  fonction  /  nulle  en  deliors  de 
l'aire  T  et  l'on  prendrait  comme  nouveau  champ  d'intégration  une 
portion  du  plan  contenant  l'aire  T  et  limitée  par  des  parallèles  aux 
axes. 

58.  L'intégrale    /    modf(x,  y)  dx    sera    dite    équicomrr^cnlc 

J a 

dans  l'intervalle  cd,  si  l'intégrale 

/    mod/(.x-,  y)  dx 

est  équiconvergentc  pour  toute  valeur  de  N,  et  si,  pour  une  valeur  ar- 
bitrairement donnée  de  e,  on  peut  prendre  N  assez  grand  pour  qu'on 
ait 

/     mod/rf,r  <  s, 


quelle  que  soit  la  valeur  de  y  dans  l'intervalle  considéré. 

/     moà  fdx 


59.  Si  l'intégrale 
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est  régulièrement  convergente,  quel  <|ut>  soii  \  ;  et  si,  pour  toute  valeur 
arbitrairement  donnée  <lr  z,  on  peut  vérifier  la  condition 

i     moà/dx  <]  £ 

pour  une  valeur  convenable  de  N,  dans  toute  portion  déterminée  de 
L'intervalle  cd  ne  contenant  aucun  point  d'un  ensemble  résoluble  K- 
i  doni  la  composition  peut  en  général  dépendre  de  e),  l'intégrale 

/     tiaodfdx 

sera  encore  dite  régulièrement  convergente  dans  l'intervalle  cd, 
10.  Théorème.       Si  l'intégrale 

/      \\\()(\  J'd.e 

est  régulièrement  convergente  dans  l'intervalle  cd  et  représente  une 
fonction  limitée  de  y  dans  cet  intervalle,  l'intégrale  double 

S/'/T 

e  ristc  et  l'on  a 

^fdl^ÇdyTfdx. 

La  démonstration  se  fait  comme  aux  n"s  51  et  32. 

il .  Théorème.  —  Si,  en  outre  des  conditions  du  théorème  précé- 
dent, l'intégrale 

est  régulièrement  convergente  dans  an  intervalle  (a,  N)  arbitraire, 
on  aura 


(    dy  !    fdx  =  f    dx  f  fdy. 
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Soit  T' la  portion  de  T  limitée  par  la  droite  x  =  V  on  aura  tou- 
jours (35) 

§ydT'.=f"dx£dfdy, 

et,  en  faisant  tendre  N  vers  l'infini, 

C  fdT=  fdx  j'/dy, 

et  c'est  ce  qu'il  faut  prouver  si  Ton  se  reporte  au  théorème  précédent. 
i2.  Théorème.  —  Si  V intégrale  double 

existe,  cl  si  l'intégrale  simple 

{     mod  fdx 

J  a 

est  régulièrement  convergente  dans  l'intervalle  <<L  l'intégrale 

f  dyf  fdx 

sera  absolument  convergente  et  Von  aura  encore 


§fdT=f''dy  £'f<L: 


La  démonstration  se  fait  comme  au  n°  53. 
De  là  le  théorème  : 


45.   Théorème.  —  Les  trois  intégrales 


i    <fy  f    fdx,      f    dx  f    fdy,     C  fdT 
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seront  déterminées  et  égales,  si  l'intégrale 

I      niod  fil.r 

<-st  régulièrement  convergente  dans  l'intervalle  cd}  l'intégrale 

/    modfdy 

régulièrement  convergente  dans  un  intervalle  arbitraire,  et  l'inté- 
grale 

déterminée. 

\  t.  AJbordons  maintenant  le  second  cas,  celui  où  Taire  'I1  s'étend  à 
l'infini  dans  le  sens  de  chacun  (\i's  axes.  Nous  pouvons  nous  borner  à 
l'examen  du  cas  où  T  esl  limité  par  des  parallèles  aux  axes  :  x  =  a, 
y  z=z  il ',  ci  s'étend  à  l'infini  dans  l'angle  des  coordonnées  positives. 

15.  Théorème.       Si  l'intégrale 


I     mod/dx 


esl  régulièrement  convergente  dans  un  intervalle  arbitraire,  et  si 
l'intégrale 


S/*" 


est  déterminée,  on  aura 


fdyf"fdx  =  $fdT. 


Soil  en  effet  T'  une  portion  de  T  limitée  par  une  parallèle  à  Taxe 
des  x  :  y  =  N,  on  aura  toujours  (42) 


^dy£f(U=KfdT' 
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et  à  la  limite 

J)c  là  le  théorème  : 

i(i.   Théorème.  —  Les  trois  intégrales 

CJ 

f'dyf'fdx,     £dx£dy,     g^/dT 

seront  déterminées  et  égales,  pourvu  que  l'intégrale  double  ait  un 
sens  et  que  les  deux  intégrales 

/     mod  fdx,       /      mod/rf)' 

soient  régulièrement  convergentes  dans  des  intervalles  arbitraires. 

il.  Les  théorèmes  précédents,  rapprochés  de  ce  que  nous  avons  dit 
au  n°  25,  fournissent  tout  ce  qui  est  nécessaire,  en  général,  pour  le 
calcul  et  la  transformation  des  intégrales  doubles  dans  une  aire  quel- 
conque. 

\ .  —  Remarques  au   sujet  de  la  théorie  précédente. 
48.   Il  résulte  des  théorèmes  précédents,  quand  l'intégrale 

est  déterminée,  que  si  l'intégrale 

l=Jmodf(x,y)dx 

est  régulièrement  convergente,  elle  représente  une  fonction  inté- 
grable  (vérifiant  les  conditions  du  n°  12).  Nous  allons  montrer  que 
réciproquement,  dans  des  cas  très  généraux,  si  la  fouet  ion  lest  inté- 
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grable  (vérifie  les  conditions  du  n°  L2),  l'intégrale 

I  inod  /'(./■,  y)  dx 

converge  régulièrement. 

Dans  les  énoncés  des  théorèmes  précédents,  <>n  peul  donc  alors  sub- 
stituer le  moi  intégrable  aux  mois  régulièrement  convergente. 

\\) .  Considérons  d'abord  une  aire  limitée  T.  Supposons,  pour  sim- 
plifier l'écriture,  que  ^"soil  positif  el  que  l;i  foi  ici  ion  /'„  soii  définie  par 
les  relations 

/„      /,  pour  /<  N; 

/.=  N,     »     /   .  N. 

Nous  supposerons  <pi«'  /'  vérifie  une  condition  spéciale.  Soii  Ev  l'en- 
semble (  à  une  dimension  )  des  points  de  T  <pii  ont  la  même  ordonnée  y 
el  pour  lesquels  la  discontinuité  de  f  surpasse  mi  nombre  donné  a  ; 
soit,  d'autre  pari,  E*  l'ensemble  «les  valeurs  de  y  pour  lesquelles  E, 
n'est  pas  résoluble;  nous  supposerons  que  E"  esi  résoluble  quel  que 
soi!  z. 

.*»().  Lemme.  -  Etant  donnée  la  fonction  tle  y  représentée  par  l'in- 
tégrale à  limites  finies 


i     fndy, 


l'ensemble  E  (les  points  où  la  discontinuité  de  cette  fonction  peut 
surpasser  un  nombre  quelconque  arbitrairement  donné  e,  quandN 

passe  par  toutes   les  râleurs  possibles,  est  résoluble. 

Soii  L  le  maximum  de  (x2  —  xt )  ;  désignons  par  Er  l'ensemble  des 
points  dont  l'ordonnée  est  y  et  pour  lesquels  la  discontinuité  de  f  sur- 
passe =■■  L'ensemble  E"  des  valeurs  de  y,  pour  lesquelles  \\  n'est  pas 

résoluble,  sera  résoluble  dans  l'intervalle  considéré  (49).  Le  théorème 
sera  donc  démontré,  si  nous  prouvons  que  E"  contient  tous  les  points 
de  E'. 
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Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  que,  dans  tout  intervalle  des  \a- 
leurs  de  y  ne  contenant  aucun  point  de  E",  on  aura  nécessairement 


O- 


dise   /      fr.dx^z. 


Considérons  donc  un  intervalle  semblable.  On  peut  écrire  évidem- 
ment, ([uel  que  soit  N,  ■ 


dise   /     fHdx<  I      dise f„dx. 


Or  la  discontinuité  de  fn  ne  peut  jamais  surpasser  celle  de  /,  et, 
puisque  par  hypothèse  l'ensemble  Er  est  résoluble  dans  l'intervalle 
xtx2,  on  aura  (sauf  en  des  points  d'un  ensemble  résoluble) 


dise/,, 


<L5 


par  conséquent,   puisque  la  fonction  (discfn)  est  limitée   quel  que 
soil   \. 

/      disc/ra 6/x" ^ L  y<zi 

et  a  fortiori 

dise  /     f„dx<z, 

ce  «{u'il  fallait  prouver. 

51.   Théorème.  —  Si  V intégrale  à  limites  finies  (f  '  >  o) 

n'est  pas  régulièrement  convergente,  1  n'est  pas  intégrab/e. 

Supposons  que,  pour  une  valeur  donnée  de  e,  l'ensemble  E£,  défini 
au  n°  29,  ne  soit  pas  résoluble,  nous  allons  en  déduire  que  la  fonction 
I  dey  n'est  pas  intégrable,  c'est-à-dire  que  l'ensemble  des  points  où  la 


I  >o 


e.-.i.    DE    iv    VALLEE-PO!  SSI  v 


discontinuité  de  cet  h'  Ion  cl  ion  est  supérieure  à  un  nombre  don  né  n'est 
pas  résoluble. 
Soii  h'  I  ensemble  «les  points  où  la  discontinuité  de  la  fonction 

/     ./'„('•.  vw/.r 


peul  surpasser  le  nombre  -  quand  N  passe  par  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles; cel  ensemble  sera  résoluble  en  vertu  <ln  lemme  précédent. 
Supprimons  de  L'ensemble  E,  ions  les  points  <jni  appartiennent  à  E', 
l'ensemble  restant  (E,  E') ne  sera  pas  résoluble.  Pour  établir  le  théo- 
rème, il  Suffit  donc  de  montrer  que,  en  un  point  quelconque  fi  «le  ce 
dernier  ensemble,  la  discontinuité  de  la  fonction  lest  supérieure  ou 

égale  à  -• 

*  > 

Supposons,  par  impossible,  <|n'il  n'en  soit  pas  ainsi  et  qu'au  point  fi 
la  discontinuité  de  la  fonction  soitégraleà 


i-X; 

on  pourra  prendre  N  assez  grand  pour  qu'on  ait  au  point  déterminé  fi 

Çf(x,$)dx    ^f'\f„(x,fi)dr<l; 

ensuite  (d'après  la  définition  de  la  discontinuité),  o  assez  petit  pour 
qu'on  ait  dans  l'intervalle  (fj  —  S,  fi  4-  S) 


m 


od 


|jfV(^r)^-^'V(^P)*?|<(;-^)  +  3 

mod    f    f„  (.x-,  fi  )  dx  -  f    fn (x,  y)  dx 


^2  3 


ajoutant  les  trois  dernières  inégalités,   on  aura  dans  tout  l'intervalle 

('3-0,  3  +  o) 

'     I.  '    I, 
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et,  par  conséquent,  (3  ne  serait  pas  un  point  de  l'ensemble  lu.  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse. 

Pour  étendre  ce  théorème  au  cas  d'un  champ  infini ,  nous  démon- 
trerons encore  le  lemme  suivant  : 


r>2.   Soit  l'intégrale  en. v 


ff(^y) 


d.r 


transformons-la  dans  une  intégrale  en  z  par  la  relation 

ah  ,  ab  . 

X  ~  b  —  z  '  =  (b z-Y 


on  aura 


■-■-•jCfâ*- 


Cela  étant,  si  l'intégrale  en  z  est  régulièrement  convergente,  l'intè 
grale  en  x  l'est  aussi. 
Posons,  pour  simplifier, 

et  supposons  que  l'on  puisse  avoir  dans  un  intervalle  ed 
f    *?(z,y)dz-C    yjz,y)dz<z: 
i°  On  aura  a  fortiori,  quel  que  soit  £, 

i(z,y)dz-  /       yn(z,y)dz<:i: 

J  a 

donc,  quel  que  soit  P,  on  pourra  avoir  dans  le  même  intervalle  cd 
(a)  f  fdx  -  f    fndx  <  s; 
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I  >  autre  pari .  on  aura  aussi    . 

/      ?(  z,y)ds<  I     ïH(z,y)dz  -r  s: 
on  peul  prendre  c  assez  petil  pour  avoir 

/      Vn(z,y)dz<t,  I      Ç>rf*<2£, 

et,  par  conséquent,  I*  assez  grand  pour  avoir 

(M  ffdx<  26. 

Si  1  intégrale  en  ^  est  régulièrement  conyergente,  on  pourra  véri- 
Ser  les  conditions  (a  |  et  (  3  )  dans  tout  intervalle  ne  renfermant  aucun 
point  d'un  ensemble  résoluble  déterminé,  <i  l'intégrale  en  x  conver- 
gera régulièrement  (  ôi)  ). 

53.  Théorème.       Si  l'intégrale 

I  =  f'/dx 

n'est  pas  régulièrement  convergente,  et  si  y(z,  y)  vérifie  la  rond  il  ion 
imposée  à  /,  I  n'est  pas  intégrablc  dans  V  intervalle  correspondant. 

Si  I  était  intégrable,  l'intégrale  en  z,  du  numéro  précédent,  serait 
régulièrement  convergente  (51)  et,  par  conséquent,  aussi  l'intégrale 
en  v. 

L'analyse  précédente  conduit  donc,  dans  les  cas  précisés,  à  la  régie 
suivante  : 

54.  Quand  fÇi',y)  est  toujours  de  même  signe,  pour  pouvoir 
réduire  une  intégrale  double  à  deux  intégrales  simples,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  soit  conduit  par  là  à  un  résultat  déterminé . 
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CHAPITRE  II. 

( . o  N  Y  E H G  E N CE    H  E L A T I V  E . 


I.  —   Définition   et  propriétés   des   intégrales  simples. 

55.  Soit  encore  /"(a?)  une  fonction  de  x  dans  un  intervalle  ab\ 
appelons  infini  tout  point  où  la  discontinuité  de  cette  fonction  esl 
infinie;  supposons  l'ensemble  des  infinis  résoluble,  et  la  fonction  /(./  ) 
intégrable  dans  tout  intervalle  qui  ne  renferme  aucun  infini.  Faisons 
abstraction  des  infinis  aux  environs  desquels  l'intégrale  est  absolument 
convergente;  s'il  y  en  a  d'autres,  ils  seront  en  nombre  limité  ou  illi- 
mité, et,  dans  ce  dernier  cas,  nous  devons  supposer  qu'ils  forment  nu 
ensemble  de  première  espèce  (2). 

5(>.  Supposons  d'abord  que  les  infinis  dont  il  vient  d'être  question 
soient  en  nombre  limité,  et  soient  an  a.,,  . .  .,  a„  ces  infinis.  Si  les  inté- 
grales 

fdx,      l        fdx,     ...,      /      fdx, 

(jui  sont  absolument  convergentes,  tendent  vers  des  limites  détermi- 
nées, quand  o,  e,  '(,  ...  tendent  vers  zéro,  ces  limites  sont  par  défini- 
tion les  valeurs  des  intégrales 

/      fdx,       t     fdx,      ...,       f  fdx, 

dont  la  somme  est  l'intégrale  entre  a  et  b.  Nous  dirons  alors  que  ces 
intégrales  sont  relativement  convergentes  de  l'ordre  zéro. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'existence  de  ces  limites 
s'exprime  par  les  équations 

fdx  =o,         lim  /        fdx  =  o,         . . ., 


I  1 1 
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où  o^-o   et  i  >  i    lendcnl  vers  zéro  d'une  manière  quelconque.  Ces 
Intégrales  sont  do  intégrales  singulières  de  Tordre  zéro. 

Si  l'ensemble  des  infinis  où  cesse  la  convergence  absolue  est  du  pre- 
mier ordre,  ses  points  limites  a(,  a.,,  ...  seront  en  nombre  limité;  si 
les  intégrales 


!        fdx,      ('     fdx,     .   ., 

■    ,1  •    -x, 


qui  son!  relativement  convergentes  de  l'ordre  zéro,  tendent  vers  des 
limites  déterminées  quand  S,  £r£,  ...  tendent  vers  zéro,  ces  limites 
seront  par  définition  les  valeurs  des  intégrales 

Cfdx,      Cfdx 


dont    la  Minime   sera   l'intégrale   entre  a  et   A,  et  ces  intégrales  seront 

relativement  convergentes  du  premier  ordre. 
Les  limites  précédentes  existeront  si  l'on  a 


f  il.i 


o. 


un 


f       fdx    =  o, 


o  ^>  o  et  z  ^>  £  tendant  vers  zéro,  (les  intégrales  sont  des  intégrales 
singulières  du  premier  ordre. 

(  )n  raisonnerait  de  même  s'il  \  avait  un  nombre  limité  de  points  li- 
mites du  second  ordre,  cl  ainsi  de  suite,  jusqu'aux  points  limites  de 
l'ordre  le  pins  élevé  <pii  seront  enfin  en  nombre  limité. 

Supposons  donc,  en  général,  (pie  les  infinis  aux  environs  desquels 
cesse  la  convergence  absolue  formenl  un  ensemble  de  Tordre  //.  On 
voit,  d'après  ce  qui  précède,  (pie  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'intégrale  de  f(x)dx  soit  relativement  convergente  de 
l'ordre  //  dans  Tintervallc  ah  est  celle-ci  : 

Les  deux  intégrales 


/        fdx,       f       fcL 

•-     V  —  S  "X  ■+-  £' 


pii  représentent  successivement  des  intégrales  singulières  quelconques 
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des  ordres  o,  i,  2,  . . .,  n  doivent  avoir  pour  limite  zéro,  quand  0  >  8' 
et  £  >>  i'  tendent  vers  zéro. 

De  toutes  les  propriétés  que  nous  avons  reconnues  aux  intégrales 
absolument  convergentes,  seules  les  propriétés  ITJ  et  VII  subsistent 
encore  pour  une  intégrale  relativement  convergente  d'un  certain 
ordre. 

57.  I.  L'intégrale 

Jf(x)  dx 
a 

est  une  fonction  continue  de  x. 

En  effet,  le  théorème  ne  pourrait  cesser  d'être  vrai  que  pour  un  in- 
fini aux  environs  duquel  cesse  la  convergence  absolue,  mais  alors  l'in- 
tégrale 

f      f* 

«Ar  — Ô 


IX 


est  une  intégrale  singulière  qui  tend  vers  zéro  avec  £  et  ù  par  hypo- 
thèse. 

58.  II.  Si  l'ensemble  de  tous  les  infinis  de  f(x)  est  de  première 
espèce,  et  si  la  fonction  continue  F(x)  a  f(x)  pour  dérivée,  pour 
toute  valeur  de  x  dans  V intervalle  ab  les  infinis  exceptés,  on  aura 

f  f(x)dx  =  F(b)-F(a). 

J  a 

Même  démonstration  qu'au  n°  18. 


II.    —    Convergence  uniforme.   Intégration  sous  le  signe. 

59.  Reprenons  les  hypothèses  du  n°  26.  Le  champ  T  est  limité  par 
les  valeurs  xt  et  x2  de  x  dans  l'intervalle  cd  de  y  ou  pour  les  valeurs 
yt  et  y.2  de  y  dans  l'intervalle  ab  de  x.  Nous  appelons  infini  tout 
point  de  T  où  la  discontinuité  de  f(x, y)  est  infinie;  nous  supposons 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  IV,  1892.  '*9 
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L'ensemble  des  infinis  résoluble,  c\  /\<\  y)  Lntégrable  dans  toute  aire 
qui  ne  renferme  pas  d'infinis. 

\u\  conditions  générales  qui  précèdenl  nous  devons  joindre,  dans 
le  cas  actuel,  un  certain  nombre  d'hypothèses  plus  particulières.  En 
effet,  Lorsque  les  intégrales  que  L'on  étudie  ne  sonl  convergentes  que 
relativement,  et,  en  général,  quand  on  ne  peut  pas  se  fonder  sur 
l'existence  de  L'intégrale  double,  la  question  de  L'intégration  sous  Le 
signe  se  complique  sensiblement,  ei  il  paraît  nécessaire  pour  arriver  à 
une  solution  d 'assigner  des  conditions  restrictives  à  la  répartition  des 
infinis  dans  Le  champ  que  L'on  considère. 

60.  Nous  supposerons  «pie  les  infinis  sont  distribués  dans  Tain; 
I  de  manière  à  vérifier  L'une  ou  L'autre  des  conditions  suivantes  : 

i"  Les  infinis  (  isolés  ou  non  >  sont  répartis  sur  un  nombre  Limité  de 
Lignes  continues  (lignes  d'infinis)  qui  ne  peuvent  être  rencontrées 
qu'en  un  nombre  Limité  de  points  par  une  parallèle  à  Taxe  des  x  ou  à 
celui  (\c>  y  ou  sonl  elles-mêmes  parallèles  aux  axes.  Les  infinis  peuvenl 
•'•ire  disséminés  d'une  manière  quelconque  sur  ces  lignes  ou  les  remplir 
entièrement. 

Si  l'on  peut  vérifier  les  conditions  ci-dessus  dans  une  aire  suffisam- 
ment petite  autour  d'un  infini  donné,  nous  dirons  que  cet  infini  est 
situé  sur  une  ligne  du  premier  ordre. 

■i°  Tous  les  infinis  qui  ne  sont  pas  situés  sur  des  lignes  du  premier 
ordre  sonl  répartis  sur  un  nombre  limité  de  Lignes  continues  qui  véri- 
fient la  même  condition  que  Les  précédentes. 

S'il  en  est  ainsi  dans  une  aire  suffisamment  pelile  autour  d'un  infini 
donné,  nous  dirons  que  cet  infini  est  situ»':  sur  une  ligne  du  deuxième 
ordre. 

J"  Les  infinis  qui  ne  sonl  pas  situés  sur  des  lignes  du  premier  ou  du 
deuxième  ordre  le  sont  sur  des  lignes  du  troisième,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  un  ordre  déterminé. 

61.  Cela  posé,  l'intégrale 

l=f  f{#,y)dx 

sera  dite  équiconver  génie  dans  l'intervalle  cd  ou  dans  Taire  T,  si  l'en- 
semble des  infinis  situés  sur  une  parallèle  à  Taxe  des  x  est  toujours 
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de  première  espèce,  et  si,  quelque  petit  que  soit  s,  on  peut  prendre  o 
assez  petit  pour  que  l'on  ait,  pour  cette  valeur  et  toute  valeur  moindre 
de  £, 

mod  /      fdx<^i,  mod  /        fdx<^z, 

J  x  —  0  "X 

quel  que  soit  le  point  (x,  y)  dans  Taire  T.  Pour  un  point  du  contour, 
on  ne  doit  tenir  compte  que  de  l'intégrale  prise  à  l'intérieur  de  l'aire. 

62.  Si  ces  conditions  peuvent  se  vérifier  dans  tout  intervalle  partiel 
des  valeurs  de  y,  ne  renfermant  pas  des  points  (3,,  (32,  ...,  [J,-,  ...,dont 
l'ensemble  est  de  première  espèce,  l'intégrale  I  sera  èquiconvcr- 
<rcntc  en  général  dans  l'intervalle  cd  ou  l'aire  T. 

65.  Théorème.  —  Si  les  deux  intégrales 

f  fd*r,        f  fchr 
sont  équiconver  génies  dans  l'aire  T,  on  aura 

f  fy  f  fdc  =  f  dx  f   fdy. 

Supposons  d'abord  que  tous  les  infinis  soient  répartis  sur  des  lignes 
du  premier  ordre,  qui  ne  soient  pas  parallèles  aux  axes. 

Décomposons  T  en  rectangles  indéfiniment  décroissants  par  deux 
systèmes  de  droites  parallèles  à  chacun  des  axes  et  successivement 
intercalées;  soit/„  une  fonction  égale  à /dans  tous  les  rectangles  qui 
ne  contiennent  pas  d'infinis  ni  de  lignes  d'infinis  et  à  zéro  dans  les 
autres;  on  aura  toujours 


/     dx  /     fn  dy  =        dy        fn  dx. 


D'après  les  hypothèses  faites  sur  la  distribution  des  infinis,  le 
nombre  d'intervalles  où  fn  diffère  de  f  n'augmentera  indéfiniment 
pour  aucune  valeur  de  x  ou  de  y,  et  il  viendra  à  la  limite,  ces  inter- 
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\  ailes  tendant  vers  zéro, 

I    dx  I    f<lv    -  f  dy  /" "fdx. 

Supposons  ensuite  que  tous  les  infinis  non  siiués  sur  des  lignes  <lu 
premier  ordre  Boienl  répartis  sur  des  Lignes  du  deuxième  ordre  mm 
parallèles  aux  axes,  et  (lue  L'ensemble  des  infinis  silués  sur  une  paral- 
lèle quelconque  à  l'un  des  axes  soil  au  plus  du  premier  ordre  (5). 

Décomposons  encore  T  en  rectangles  indéfiniment  décroissants,  e1 
soil  /'.,  une  fonction  égale  à  séro  dans  tous  les  rectangles  où  il  >  a  une 
ligne  du  deuxième  ordre  ou  bien  un  infini  non  isolé  sur  une  parallèle 
à   l'un  des  axes,  et  égale  à  /dans  les  autres;   nous  venons  de  prouver 

que  l'on  aura  toujours 

dx  I    f^dy—  f    dy  f    fadx. 

D'après  l'hypothèse  faite  sur  la  distribution  des  infinis,  le  nombre 
d'intervalles  où  fH  diffère  de  f  a'augmentera  indéfiniment  pour  aucune 
valeur  de  /ou  de  \\  cl  il  \  ieudra  à  la  Limite 

dx  I    fdy  =      dy       fdx, 

,i  «A,  Je.  J.v, 

el  ainsi  de  suite. 

64.  Théorème.  —  Si  l'intégrale  par  rapport  à  x 

J     fdx 
est  équiconver génie  en  général,  et  l'intégrale  par  rapport  à  y 

f'f'iy 

equiconver génie  dans  l'aire  T,  on  aura  encore 

dx  /    fdy=  /    dy       fdx. 

a  Jyt  Je  J.r, 

Si  Téquiconvergence  ne  cesse  que  pour  un  nombre  limité  de  points, 
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on  peut  raisonner  comme  s'il  n'y  en  avait  qu'un  seul  :  y  =  [J;  on 
aura,  en  vertu  du  théorème  précédent,  z  et  o  étant  des  constantes  inli- 
niment  petites, 

L'intégrale  par  rapport  à  y  étant  équiconvergente,  on  aura 

sirU'HC +C/dy) =X  dxCfdy- 

D'autre  part,  on  a  par  définition 

lim  f        4-  lim  f     dy  f    fdx  =  f  dy  f    fdx; 
donc,  en  définitive, 

dx  i    fdy  =        dy  i    fdx. 
La  démonstration  s'étend  aisément  de  proche  en  proche  aux  autres 


cas. 


65.  Afin  de  généraliser  encore  cette  méthode,  supposons,  pour  plus 
de  simplicité,  que  l'aire  T  soit  rectangulaire  et  limitée  par  les  abscisses 
a  et  b,  les  ordonnées  c  et  d. 

Théorème.  —  Si  les  deux  intégrales 

f  fdx,  f  fdY 

sont  équiconver gentes  en  général,  et  l'une  au  moins  des  deux  inlé- 

f    dy  f  fdx,  f  dx  f  fdy 

équiconver gente  dans  l'aire  T,  on  aura  encore 

i    dy  /    fdx  =        dx      fdy. 


g  raie  s 
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Supposons  que  l'intégrale 


./. 


/    dxj   fdy 

soil  équiconvergente. 

Toul  subsiste  dans  la  démonstration  <ln  théorème  précédent  si  Ton 
peut  encore  justifier  la  relation 


li,„    J    ,/,,    /        +         /,/,)-/    dxj   fdy. 

'•    a  1  +  0  /  ■    ,i  -i 

<  l'es!  ce  qui  aura  lien,  si  Pintégrale 

f'dxffdy 


,i        •  <■ 


esl  fonction  continue  de  y  :  elle  !<>  sera   par  hypothèse,  comme  le 
prouve  !«'  théorème  suivant  : 

<>(j.   Si  l'intégrale 
est  équiconvergente  ai  général  dans  V intervalle  aby  cl  l'intégrale 


)    dx  j    fdy 


équiconvergente  dans  V  intervalle  cd^  celle-ci  sera  fonction  continue 

'h'  r. 

(  )n  peut  raisonner  comme  si  l'éqniconvei'gcnce  de  la  première  inté- 
grale ne  cessait  que  pour  un  point  unique  :  x  =  a.  On  aura 

f  dx  Ç fdy  =  f*   '  +  f    dx  f  fdy  +  R; 

il  est  aussi  pelit  que  l'on  veut  avec  e,  par  hypothèse;  les  deux  inté- 
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grales  du  second  membre  sont  fonctions  continues  de  y  quel  que  soite, 

puisque   /     f  dy  est,  par  définition  de  l'équiconvergence,  une  fonc- 

tion  uniformément  continue  de  y  sous  le   signe   d'intégration.   Don» 
l'intégrale  du  premier  membre  est  une  fonction  continue  de  y. 

III.    —    Extension  au  cas  ou  l'aire  T   s'étend  a  l'infini 

DANS    UN     SENS. 

(>7.  Il  y  a  deux  cas  à  distinguer;  Taire  T  ne  s'étend  à  l'infini  que 
dans  le  sens  de  Taxe  des  x\  elle  s'étend  à  l'infini  dans  le  sens  des  deux 
axes. 

68.  Occupons-nous  d'abord  du  premier  cas.  Supposons,  pour  sim- 
plifier, que  Taire  T  limitée  par  une  parallèle  à  Taxe  des  y  :  x  =  a 
et  deux  parallèles  à  Taxe  des  x  :  y  —  c,  y  —  d  s'étende  indéfiniment 
dans  le  sens  des  x  positifs. 

Le  cas  où  le  contour  de  T  serait  curviligne  peut  se  ramener  au  pré- 
cédent comme  nous  l'avons  indiqué  (57). 

<>9.  Définitions.  —  L'intégrale 

I  =  /    fdx 

J  a 

sera  êquiconvergenle  dans  l'intervalle  cd,  si  l'intégrale 

est  équiconvergente  pour  toute  valeur  de  X  et  si  Ton  peul  prendre, 
s  étant  donné,  \  assez  grand,  pour  avoir  dans  tout  l'intervalle  cd 

/"* 
inod  /     fdx  <  s 

pour  celle  valeur  et  toute  valeur  supérieure  de  N. 
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Si,  quelque  grand  «juc  soii  d,  on  peul  vérifier  ces  conditions,  l'inté- 
grale esl  équiconver sente  dans  un  intervalle  arbitraire. 

Elle  1«'  sera  dans  un  intervalle  illimité  si  l'on  peul  vérifier  ces  con- 
ditions pour  toute  valeur  de  \  supérieure  à  c. 

Si  L'intégrale  esl  équiconvergente  dans  toute  portion  de  L'intervalle 
crfquine  renferme  aucun  point  d'un  certain  ensemble  de  première 
espèce,  elle  sera  équiconvergente  en  général  fans  l'intervalle  cd. 

70.  Théorème.       Si  les  deux  intégrales 


J    fdy,        j   fdx 


sont  équiconver  génies }  la  première  dans  un  intervalle  arbitraire  cl 
la  seconde  dans  l'intervalle  cd,  on  aura 


dy  j    fdx  =       dx       fdy. 


lai  effet,  on  aura  toujours (63) 


■  •i  à  la  Limite 


I    dy  j    fdx  —  !    dx  l    fdy, 

j  dyj  fdx=j    dxj  fdy. 
71.  Théorème.  —  La  conclusion  précédente  subsiste  quand 

i    J  dje 
n'est  équiconvergente  qu'en  général,  pourvu  que  l'intégrale 

X  dxi-  fdy 

soit  équiconvergente  dans  l intervalle  cd. 

D'après  ce  qui  précède,  on  accorde  aisément  que  Ton  peut  raison- 
ner comme  si  Téquiconvergence  de  la  première  intégrale  ne  cessait 
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qu'à  la  limite  supérieure  de  l'intervalle.  Le  théorème  précédent  nous 

donne  alors 

lim  /        dy  (    fdx  =  lim   /     dx  f        fdv. 
le  théorème  sera  démontré  si  l'intégrale 


f    dx  I  fdy 


est  fonction  continue   de  y  dans  l'intervalle  cd.   C'est   ce  qu'établit 
la  proposition  suivante  : 

72.  Théorème.  —  Si  l'intégrale 

("fdy 

'-   c 

c.si  équiconvergente  en  général  dans  un  intervalle  arbitraire,  et 

f  chef*  fdy 


V  intégrale 


équiconvergente  dans  l'intervalle  cd,  celte  dernière  sera  jonction 
continue  de  y. 

On  peut  écrire,  en  effet, 

/     dx  I    f  dx  =  /     dx  !    fdy-\-  R, 

H  étant  aussi  petit  que  l'on  veut  et  l'intégrale  qui  précède  fonction 
continue  dey  (60);  on  en  conclut  le  théorème. 

IV.    —    Extension  au   cas  ou  l'aire  T  s'étend  a  l'infini 

DANS    TOUS  LES  SENS. 

75.  Nous  pouvons  nous  borner  au  cas  où  T  est  borné  par  des  pa- 
rallèles aux  axes  :  x  =  a,  y  =  c,  et  s'étend  indéfiniment  dans  l'angle 
des  coordonnées  positives. 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  VIII.  —  Fasc.   IV,  1892,  OO 
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7i.  Nous  mous  appuierons  sur  un  lemme  que  nous  allons  d'abord 
démontrer  : 

1 .1  mme.       Si  l'intégrale 

\  =  /  'f(z,y)djc 

est  équiconvergente  dans  un  intervalle  illimité,  et  si,  y  tendant 
vers  l'infini,  f(x}  y)  converge  uniformément  vers  une  limite  dc- 
(errninée  /\  >\  x  >  dans  un  intervalle  arbitraire,  on  aura 

lui!   j    fdx       j     /'(  x,  x  i  d.r. 

'    '  •  .1  ■  ,i 

(  )n  a,  en  effet,  quel  que  soii  r,  pour  mie  valeur  suffisamment  grandi 
de  Y 


I        f*f{  u,y)dx  +  K 


lin 


..m; 


-i  l'on  fait  tendre  y  d'abord,  el  N  ensuite,  vers  l'infini,  on  aura  succes- 
sivement 

limï=/    /'(./•.  x  )(/.r  +  H',        modR'<£, 

lim  I  =  /      /'(  /■,  x  )d.C. 

7.*>.   Remarque.  — En  particulier,  si  /'(./•,  y)  csi  une  intégrale  dé- 


luii'' 


on  aura,  sous  les  conditions  précédentes, 

lim   fdx  j     Fdy  =  fdx  fFdy. 

76.   Théorème.  —   'Si  l'intégrale  I    fdx   est   équiconvergente 
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dans  un  Intervalle  arbitraire,   \    fdy  êquiconvergehte  en  géné- 

'  <■ 

rai  dans  un  intervalle  arbitraire,  et 

fdxffdy 

«-   il  "  V 

èquiconver gente  dans  un  intervalle  illimité,  on  aura 
fdyffdx^fdxffdy. 

On  a,  en  effet  (70), 

fdy  f'fdx  =  lini   /'  dy  ffdjc  =  liai  f  dx  f    fdy, 
et,  par  la  remarque  qui  précède  (75), 

fdy  ffdx  =  f  dx  f "fdy. 

77.  Théorème.  —  Si  les  intégrales 

f'fdx,  f  fdy 

sont  équieonver  génies  en  général  dans  des  intervalles  arbitraires , 
les  intégrales 

fdy  f'fdx,  fdcffdy 


équieonver gentes  dans  des  intervalles  illimités,  et  l'une  des  deux 
intégrales 


f  dy  f  "fdx,  f  dx  f  fdy 
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déterminée,  lu  seconde  sera  aussi  déterminée  et  égale  à  la  />/<• 


niici-c 


Supposons  quo  l'intégrale 

/     dxj    fdy 
M>ii  déterminée,  l'intégrale 

f'dxf/dy       i     dxTfd)     -Tdxffdy 

■  .1  <  ,,         •  ,  •  ,i 

sera  par  hypothèse  équiconvergente  dans  un  intervalle  illimité;  on 
aura  doue  pour  \  assez  grand 

f   dx  f  f(x,y)dy  =  /    dx  j    f(x,  y)dy-h  R,        modR<e. 
<  )n  a  d'autre  pari  (71  i 

/    dx  I    f(x,y)dy=  /    dy  \    f(x,y)dx, 
.■i  l'on  peul  supposer  y  assez  grand  pour  que  l'on  ail 
mod  /     dy  j    /'(  a?,  y  )  dx  <<  z. 

•y  '    ,i 

ce  qui  entraîne 

mod/    '/./•  f   f(x,y)dy<2£ 

et,  par  conséquent. 

lira    /    dx  j    f(x,y)dy  =  o. 
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Mais  on  peut  écrire 

/    dY  I    f(x,y)dx 

=  lim   ^     r/.r  ^  f(x,y)dy 

=  j     dxj     f(x,y)dy-limj    dxj    f(x,y)dy 

=fdxf'fdy, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ces  derniers  théorèmes  ne  sont  que  la  reproduction,  avec  un  sens 
plus  général,  de  ceux  que  nous  avons  démontrés  dans  le  Mémoire 
présenté  à  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  C'est  pourquoi  nous 
avons  abrégé  iei  les  démonstrations. 
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